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PREFAŢĂ 


Literatura română de specialitate este bogată în titluri 
de cărți de algebră liniară şi geometrie analitică, printre care 
multe cu renume mondial. Cartea de faţă nu își propune să 
se substituie acestora, motiv pentru care unele probleme nu 
sînt cuprinse în ea. Dealtfel, o tratare a acestor probleme ar 
cere un volum mult mai mare decit cel acordat unei cărți. In- 
cercăm totuşi, într-o anumită măsură, o completare a biblio- 
grafiei româneşti referitoare la geometria analitică, fie prin 
includerea unor probleme mai puţin comune, fiel prin solu- 
ționarea altora, într-un context oarecum diferit de cel clasic, 
devenit tradițional. 

Primele două, din cele patru capitole, cuprind elemente 
de bază de algebră liniară, ca structurile algebrice de grup, 
corp, spațiu vectorial, precum şi matrici, determinanți, sis- 
teme de ecuații liniare, tensori, spații vectoriale euclidiene. 
Acestea sint aplicate, în ultimele două, la tratarea geometriei 
într-un spirit axiomatic actual. Într-unul din acestea sînt con- 
siderate varietățile liniare, în celălalt cele pătratice. Se face 
o clasificare a spaţiilor punctuale, și deci și a geometriilor 
care le corespund, după gradul de generalitate: proiectiv, a- 
fin și metric. Cele două metode binecunoscute de studiu al 
geometriei analitice, cea vectorială și cea scalară (covectoria- 
lă), sînt în permanență împletite, punîndu-se în evidenţă, în 
mod natural, dualitatea şi în acelaşi timp unitatea lor. 


Ideea cărţii este de a nu trimite cititorul, pe cît este po- 
sibil, la altă bibliografie, decît spre consultare facultativă. Spe- 
răm că o astfel de prezentare a materialului, cu o indepen- 
dență relativă, îl face accesibil oricărui începător. La sfîrşi- 
tul fiecărui paragraf au fost atașate o serie de probleme şi 
exerciţii necesare pentru o cît mai bună lămurire a chestiu- 
nilor teoretice prezentate. Recomandăm ca materialul propus 
să fie consultat în ordinea prezentată, el fiind necesar înțe- 
legerii ideilor cărții, în totalitatea lor. 

Cartea se adresează studenților secțiilor de matematică şi 
fizică, profesorilor de matematică sau fizică, fizicienilor și in- 
ginerilor. Credem că materialul poate fi consultat cu interes 
special de cei care urmează stadii de reciclare,. perfecționare 
sau. pentru obținere de gradaţii didactice. Conţinutul suge- 
rează selecționarea unor subiecte interesante, pasibile- de dez- 
voltări.: ulterioare. Sperăm. ca cititorul să consulte cu interes 
cuprinsul lucrării şi să îl găsească util. | 


Autorul 


CAPITOLUL | 


SPAŢII VECTORIALE CU » DIMENSIUNI 


§ 1. STRUCTURI ALGEBRICE 


1. PRODUS CARTEZIAN. Fie date mulțimile A și B; mulţimea 
tuturor perechilor ordonate de forma (a, b), cu acA și beB, poartă 
numele de produsul cartezian al mulțimilor A şi B şi se notează 
prin AXB 


AxB={(a, b)laeA, beB). UD) 


Făcînd produsul cartezian AXA, al unei mulţimi A cu ea 
însăşi, submulţimea A, a acestuia, formată din toate perechile 
de forma (a, a), se numește diagonala produsului AXA 


Aa=(la, a)laeA JCAX A. 


2. NOŢIUNEA DE „RELAȚIE“. Fie M şi M’ două mulţimi 
oarecare. O relaţie între M şi M’ este un triplet (M, K, M’), 
unde KCMxM'. Într-o altă formulare, putem spune că o rela- 
ție este o lege prin care facem să-i corespundă, oricărui element 
zeM, o submulțime bine definită [„CM'. În particular este posi- 
bil ca T, =ø. Mulțimea K fiind formată cu toate pereċhile de 
forma (zx, z') cu zeM şi x'er,# Ø. Noţiunea de relație întilnită 
sub această formă, cu F; # Ø, YxeM, poartă de obicei numele de 
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„aplicaţie multivocă“. În relaţia (M, K, M’) mulţimea M poartă 
numele de domeniu, iar mulţimea M’ de codomeniu. 

Fie M o mulţime. O relaţie p=(M, A, M) se numeşte relație 
pe M. Prin urmare, o relaţie pe M este definită de o proprietate 
a unei perechi x, yeM. Dacă x, yeM posedă o anumită proprie- 
tate p (prin care avem (z, y)eA ), vom zice că ele sînt în relaţia p 
şi vom nota aceasta prin 


py. (1.2) 


Subinţelegem că fiind dată perechea (zx, yjeMx M, de elemente 
x, YEM, ele sau sînt sau nu sînt în relaţia p (o a treia posibilitate 
fiind exclusă). Nu ne vom ocupa mai mult cu studiul general 
al relaţiilor, întrucît ele nu intervin decît în citeva cazuri parti- 
culare. Ca exemplu de relație pe mulțimea N a numerelor natu- 
rale poate servi egalitatea, paritatea sau ordonarea lor. 


3. RELAȚII DE ORDINE. În general, o relaţie p=(M, K, M) 
pe o mulţime M se numeşte relație de ordine, dacă verifică urmă- 
toarele condiţii: 

1) VzeM=azpz (condiţia de reflexivitate), 

2) Vx, yeM cu zpy şi ypr=r=y (condiția de antisimetrie) 

3) Vz, y, zeM, cu zpy şi yọz=xpz (condiţia de tranzitivitate). 

O relație de ordine p se numește totală, dacă oricare ar fi 
z, yeM, avem sau zpy sau ypx. În caz contrar ea se numește rela- 
ție de ordine parțială. 

O mulţime în care este dată o relaţie de ordine totală se 
numește total ordonată, iar dacă este dată o relaţie de ordine 
parţială ea se numeşte parţial ordonată. 

Se numeşte relaţie de ordine strictă în M, o relaţie care satis- 
face condiţiilor: i 

1) xpy=x+y (proprietatea de ireflexivitate), 

2) xpọy şi yez=zpz (proprietatea de tranzitivitate). 


4. RELAȚIA DE ECHIVALENȚĂ. O relație p, pe mulțimea 
M, se zice că este o relație de echivalență, dacă ea verifică urmă- 
toarele trei condiții: 

1) VzeM=zpz (condiţia de reflexivitate), 

2) zpy=ypz (condiţia de simetrie), 

3) zpy şi yez=zpz (condiţia de tranzitivitate). 

Elementele x, yeM, pentru care avem zpy, se numesc echi- 
valente în raport cu p. Se mai utilizează notaţiile: 


z-y(p), z=y (mod p). 


Observaţii: Într-o aceeași mulțime M putem avea mai multe 
relaţii de echivalență. 

Fie M o mulţime oarecare şi p o relaţie de echivalență pe 
M. O submulțime nevidă CCM se zice că este o clasă de echiva- 
lenţă în raport cu p, dacă ea are proprietăţile: 

a) Dacă z, yeC, atunci z=y(p). 

b) Dacă ceC şi dacă z-c(p), atunci zeC. 

Prin urmare, o clasă de echivalență este formată numai din 
elemente echivalente şi conţine toate elementele echivalente cu 
un element oarecare al său. 

Proprietăţi 

a) Dacă Cı și Ca sînt două clase care nu coincid, atunci 
CiN C= Ø 

Pentru demonstraţie, să presupunem că Jz|reCi( C2. 

Fie yeC, şi zeCe. Deoarece z, yeCiı=æ>x~y(p); analog x~z(p), 
căci x, zeCa. Folosind simetria şi tranzitivitatea obținem y ~z(p), 
deci orice yeCa. În mod cu totul analog deducem că orice zeCy, 
adică C, şi Ca sînt identice, ceea ce contrazice ipoteza. Prin urmare, 
clasele de echivalență sînt disjuncte. 

b) Orice zeM aparține uneia şi numai unei clase, și anume 
celei formată din elementele echivalente cu el. 

“Să notăm cu ={C} mulțimea tuturor claselor de echivalență 
în raport cu p. Această nouă mulțime se numeşte de obicei mulți- 
mea cit a lui M prin p şi se notează cu Mp. 

Am arătat mai sus că orice relaţie de echivalență, definită 
pe o mulțime, o descompune pe aceasta în clase de elemente 
echivalente, care verifică proprietăţile a) şi b). Să arătăm acum 
că şi reciproc: orice împărţire a unei mulţimi în clase nevide dis- 
juncte în aşa fel încît fiecare element al mulțimii să aparţină unei 
clase, determină o relaţie de echivalență în acea mulţime (pentru 
care clasele de echivalență sînt clasele date). În adevăr, spunem 
că z şi y sînt echivalente dacă ele aparţin aceleiași clase şi ne- 
echivalente în caz contrar. Evident că această relaţie verifică 
cele trei condiţii de echivalență. 


5. PARTIȚIE. Fiind dată o mulțime M, o partiție a lui M 
este prin definiţie o familie de mulțimi (Aier ACM, I fiind 
o mulțime de indici, astfel ca: 

1) viel=A,z+9, 

2) Dacă izj=A ,(NA;=0 

3JU A4, =M. 

iel 


Din definiţie rezultă că orice relaţie de echivalență pe o mul- 
time defineşte o partiție a acesteia şi invers, orice partiție a unei 
mulțimi defineşte o echivalență pe ea. 


6. APLICAȚII DE MULȚIMI. Fiind date două mulțimi A şi 
B, distincte sau nu, să considerăm o relație (A, K, B), (KCA x B). 
O astfel de relație care îndeplineşte următoarele proprietăți: 

a) VreA = JyeB|(z, y)eK (proprietatea de existenţă), 

b) VzeA şi yu Y2EB|(x, yı)EK şi (z, ya)eK=y.=y2 (proprie- 
tatea de unicitate), poartă numele de aplicaţie (univocă) a mul- 
țimii A în mulţimea B. 

Condiţiile a) şi b) pot fi exprimate împreună prin: 

c) vzeA=3l yeBl(z, y)eK. ` 

O aplicaţie de mulțimi este deci o lege de corespondență, 
în raport cu care fiecărui element zeA îi corespunde un element 
şi unul singur, yeB. Vom nota prin 


f=(4, K, B) 
o astfel de lege și vom scrie 
f: AB sau f: zeA —y=fimeB. (1.3) 


Elementul y=f(z)eB îl vom numi imaginea elementului 
x. Prin f(A) înțelegem mulțimea tuturor imaginilor elementelor 
xeA obținute prin aplicația f. Mulțimea A mai poartă numele 
de mulțime de definiţie, iar mulţimea f(A), mulțime de valori. Ob- 
servăm că f(A)CB. 


Prin f(C)CA, cu CCB, înţelegem mulțimea 
[O =(reAlf(z)ecCB).. * 


Vom distinge pe viitor următoarele aplicaţii speciale: 
a) O aplicaţie de mulţimi f: A— B se zice injectivă sau in- 
jecţie atunci cînd: 
Va, yeAlf(x)=f(y)eB=r=y, (1.4) 


prin urmare, în acest caz un element din B este imaginea cel 
mult a unui element din A. 

b) O aplicaţie de mulţimi f: A—B se zice surjeolivă: sâu sur- 
jecţie, atunci cînd: 


VyeB= 3zeAlf(z)=y, . i (1. 5) 


adică orice element din B este imaginea a cel puțin unui element 
din A. În acest caz spunem că f este o aplicaţie a lui'A pe B. 
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` Aceste proprietăţi speciale a), b) mai pot fi formulate și astfel: 


a') Va, yeAle#y=f(2) +f); fa) foeB, E © (14) 
adică orice două elementė diferite din A au imagini diferite în B; 
b') N(A)={fT)lrE€A} =B, l (1.5) 


adică fiecare element din B este imaginea a cel puțin unui ele- 
ment din A. Prin aplicația f mulţimea B se epuizează. 

_€) O aplicaţie de mulţimi f: A— B, care are proprietatea 
că este şi injectivă şi surjectivă, poartă numele de aplicație bi- 
jectivă, bijecţie sau corespondență biunivocă. 

În acest caz putem defini aplicația inversă f~, a aplicaţiei 
date f, prin care fiecărui element y din f(4)=B îi punem în cores- 
pondenţă elementul zeA, a cărui imagine prin f este unicul ele- 
ment y. Un astfel de element poartă numele de coimagine a lui y. 


d) O aplicaţie bijectivă a mulţimii A pe ea însăși, f: ADA, 
poartă numele de transformare a mulţimii A. l 


7. PERMUTĂRI. Se numește permutare a niyii finite 
E= ta, Ga, ... Qa} orice transformare 7 a lui i Perm utarea T 
se'mai crie şi sub forma: 


z= (e o, ...s (a ). (1.6) 
| (z(a),  m(aa), -> T(n) 

Să presupunem că mulțimea E considerată conține n elemente 
între care s-a stabilit o relaţie de ordine totală. Se numește inver- 
siune o pereche (a; TEBEK E, care se bucură de proprietatea 
că a,<ă, şi. z(a,)> naj). To: 

Datorită existenței relației de oi putem înlocui orice 
element a; prin indicele .său i şi deci putem considera pe viitor 
numai mulțimile E formate din primele n numere naturale. Prin 
urmare, numărul inversiunilor pe care le face permutarea x este 
prin definiţie egal cu numărul perechilor (i,j) cu lsi<jsn şi 
z(i)> x(j), Dacă numărul 'inversiunilor este par. (impar), se zice 
că x este o permutare pară (impară) sau de prima (a doua) clasă. 

` În scrierea (1.6) a permutării m se pot omite numerele i pentru 
care x(i)=i; se obţine astfel o formă prescurtată a permutării 


o nlia) cor) | 
unde z(i) stia, h=1,...,r şi m(i)=i pentru orice iži,..., i, 
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Se spune că = este un ciclu, dacă se poate scrie sub forma 


prescurtată astfel: 
i i ig... ipi d 
ze) (4.2) 
i igori, În 


Numărul r se numeşte ordinul lui v. Ciclul (1.7) se mai poate 
scrie indicînd numai primul rînd (ip, iz, ..., ip). Un ciclu de ordi- 
nul doi se numeşte iranspoziție. Prin urmare, o transpoziţie este 
.o permutare 7, în care există doi întregi diferiţi i și j (1<i<n, 
1sjs<n) pentru care x(i)=j, x(j)=i, s(l)=k pentru orice 
kzij. 

Vom spune că două cicluri (i ..., L Şi (jur) sînt 
disjuncte dacă îi, ..., 10; o j= 

Se introduce şi noţiunea de semn al unei permutări. Semnul 
lui v, notat sign x, este egal cu 1 respectiv —1, dacă x este pară 
respectiv -impară. 

Observaţie. Considerînd toate permutările a n elemente 
ordonate, numărul celor de clasă impară este egal cu numărul 
celor de clasă pară. 

Numărul tuturor permutanilor a n elemente este n! , iar 


al celor de aceeași clasă este =n! (vezi probl. 11). 


8. LEGE DE COMPOZIȚIE INTERNĂ. Fie M o mulțime de 
elemente. O aplicație f a produsului cartezian MxM în M se 
numește o lege de comqoziţie internă în M sau o operație (binară) 
în M. Dacă perechii (x, y) îi corespunde z, se notează z=f(x, y) 
şi se citeşte „z este egal cu x compus cu y“. Pentru simplificarea 
scrisului vom folosi notațiile f(x, y)=xoy=zy. 

Dacă aplicația f este definită numai pe o parte K a produ- 
sului cartezian M xM cu valori în M, vom spune că avem defi- 
nită o lege de compoziţie internă parțial defir ită. 

Operația f se zice asociativă, dacă f(x, f(y, 2))=f(f(z, y), 2) 
pentru orice xv, y, zeM; se spune că f este comutativă dacă f(x, y)= 
=f(y, x) pentru orice x, yeM; elementul ueM se numeşte element 
unitate, neulru sau de efect nul pentru operaţia f, dacă vzeM= 
f(x, u=z şi f(u, aa. 

O operaţie pentru care există element unitate se numeşte 
operaţie cu element unitate. Elementul unitate, dacă există, este 


* Existenţa numai a primeia (a celei de a doua) din aceste relații, definește 
pe u ca element unitate la dreapta (la stinga). 
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unic. În adevăr, fie u şi u’ două elemente unitate. Avem deci 
f(u’, u)=u' (u fiind unitate), respectiv f(u', u)=u(u' fiind unitate), 
prin urmare u'=u, c.c.t.d. Dacă f este o operaţie definită pe M, 
care are ca element unitate pe u, se zice că elementul z(xeM) este 
inversabil, dacă există un element z'eM, astfel încît f(x, z')= 
=f(x', x)=u*. Dacă operaţia f este asociativă, atunci elementul 
z', dacă există, este unic și se numeşte inversul lui.z (vezi probl. 5). 

Dacă f este o operaţie definită pe M, iar N este o submulțime 
pentru care f(NxN)CN, atunci, aplicația g: NXN—N defi- 
nită punînd g(x, y)=f(x, y) pentru orice x, yeN, se numește ope- 
raţie indusă de f în N. Se spune că f induce.în N o operaţie 
(ca exemplificare vezi probl. 6 și 7). 


9. SEMIGRUPURI. Se numeşte semigrup o mulţime nevidă M 
înzestrată cu o operaţie asociativă. Dacă operaţia este şi comuta- 
livă, semigrupul se numește semigrup comulaliv sau abelian. Un 
semigrup a cărui operaţie are element unitate se numeşte semi- 
grup cu element unitate. 

O submulțime N nevidă a unui semigrup M, în care o opera- 
ţie f din M induce o operaţie (adică f(N xN)CN) formează un 
semigrup, numit subsemigrup al lui M. 


10. GRUPURI ABSTRACTE. Se numește grup un zei 
cu element unitate în care orice element este inversabil. 

Să arătăm acum că un grup este format dintr-o mulţime G 
de elemente, în care este definită o lege de compoziţie internă 
f: (x, y), cu următoarele trei proprietăţi: 

Gı' Yx, y,zeG avem f(f(x, y), 2): =f(x, f(y, 2); legea de aso- 
ciativitate. 

Ga: JueG|YzeG>f(z, uz, Elementul u se numeşte unitate 
la dreapla sau element neutru la dreapta. 

Gs’ VzeG= 3x'eGlf(z, x')=u. Elementul z' se numește sime- 
lricul la dreapta al lui x. Se mai notează prin 41 şi se zice inversul 
la dreapta, sau prin —z şi se zice opusul la dreapta. 

În adevăr, din definiţia grupului rezultă că sînt satisfăcute 
proprietăţile Gi, Ga, G de la acest punct. Reciproc, să presupu- 
nem îndeplinite axiomele G, Ga, G3 şi să demonstrăm că mulți- 
mea dată formează grup în sensul definiţiei de mai sus. Pentru 
aceasta se arată că a) inversul la dreapta este şi invers la stinga, 
iar b) unitate la dreapta este şi unitate-la stînga. (Pentru demon- 


x ee iri f(x, z)=u, (f(x, x)=u) îl defineşte pe x’ ca invers la dia 
(stinga) al lui z 
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straţie vezi probl. 8). Au loc de asemenea următoarele proprie- 
tăți: (x) =x; (z, yy =y'x'. l 

n general produsul nu este comutativ, iar grupul G se nu- 
meşte multiplicativ. 

Dacă în plus este verificată şi proprietatea 

Ga: Yx, yeG=f(x, y)=—f(y, x), operaţia este comutativă, atunci 
G se numeşte grup comutativ sau abelian. | 

De obicei operaţia se notează în acest caz cu semnul T 
iar grupul se numeşte aditiv. 

-~ Ca exemple de grupuri avem mulțimea numerelor întregi, 
raționale, reale sau complexe față de adunare; mulțimea numerelor 
raționale, reale sau complexe, fiecare fără zerò, față de înmul- 
țire. 

Ca exemplu de grup necomutativ avem. grupul de permutări 
an obiecte (cu n>2), (vezi probl. 9). 


11. SUBGRUPURI. Fie G un anumit grup. O submulțime 
nevidă A a lui G, care formează un grup față de legea de compo- 
ziție indusă de legea de compoziţie din G se numește subgrup al 
lui G. Avem următoarea: 

Propoziție. Pentru ca o submulțime nevidă A a unui grup G 
să fie un subgrup, este necesar și suficient.ca A să indeplineasca 
una din următoarele condiții: , 


a) Vz, yeA=azyeA și X'eA, 
b) Vz, yeA>zy'eA.. 
(Pentru demonstrația’ acestei propoziții vezi probl.. 15.) 


12. CLASE DE RESTURI. Fie G un grup şi H un subgrup al 
său. Subgrupul H defineşte în G o relaţie de echivalență: 


1. Vom spune că două elemente a, bet sînt în relație În . 
raport cu H dacă și numai dacă ab-ieH şi vom nota a~b(H). Se. 
poate arăta uşor că această relaţie este de echivalență şi deci G 
se descompune în clase de echivalență. Aceste clase poartă numele 
de clase de resturi. la dreapta ale grupului G în raport cu subgrupul 
H. Au loc următoarele: 

Proprietăţi. a) Dacă A este. o clasă de resturi la dreapta, a ui 
G în raport cu H şi acA, atunci, A= Has; 


* Prin Ha se înţelege mulţimea tuturor elementelor de forma ha cu h arbi- 
trar din H. 
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b) Fiecare submulțime Hb(beG) este o clasă de ` resturi la 
dreapta; 

.c) H. este o clasă de resturi la dreapta. (Pentru demonstrarea 
acestor proprietăţi vezi probl. 18). - 

2. Analog cu clasele. de resturi la dreapta se introduc clasele 
de resturi la stînga prin relaţia a ~ BE), dacă şi numai dacă albe. 
Au loc proprietăţile: 

a') fiecare clasă de resturi la stinga se poate reprezenta 
prin aH; 

b') fiecare submulțime : de. forna bH este o clasă de IE Apt 
la stinga; T 

c') H este o clasă de-resturi la stînga. | 

„Demonstraţiile acestora se fac analog ca pentru a), b), c). 


13. DIVIZOR NORMAL. Un subgrup al grupului G se nu- 
meşte un subgrup invariant sau un divizor normal al grupului G, 
dacă clasele de resturi la stînga sînt egale cu clasele de resturi 
la dreapta. Altfel spus, aceasta înseamnă că aN=Na cu aeG 
sau înmulțind cu a' respectiv la stînga şi la dreapta avem a'Na= 
=N şi aNa'=N. Deci dacă neN şi aeG, avem definiţia: 


a'naeN şi ana' 'eN, | (1.8) 


din care deducem şi reciproc că dacă relaţia (1.8) este îndeplinită 
atunci clasele de resturi la stînga coincid cu clasele de. resturi la. 
dreapta. (Pentru demonstraţie vezi probl. 19). ` 

Observaţie. În orice grup G există cel puţin doi divizori nor- 
mali, anume subgrupul {u}, care conţine un singur element: ele- 
mentul neutru şi subgrupul care coincide cu G. Dacă în G nu 
există divizori normali, diferiţi de acești doi divizori normali 
banali, atunci G se numeşte grup simplu. În particular, dacă 
G esie un grup abelian, atunci orice subgrup al său este un divizor 
normal. 


14. GRUP FACTOR (CÎT). Să arătăm că mulțimea claselor 
de resturi în raport cu un divizor normal N poate îi organizată 
ca grup. Pentru aceasta să definim următoarea cae de compu- 
nere: : to : 


AB=Na Nb=N Nab=Nab, o 0.9) 


unde A, B sînt două clase de resturi în raport cu N, A=Na, B= 
Nb. Prin urmare, produsul a două clase de: resturi: în raport cu 
N este o: clasă de resturi în raport'cu N.. 
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Definiţia produsului claselor a fost făcută cu ajutorul repre- 
zentanţilor a, b. Produsul AB nu depinde însă de alegerea acestor 
reprezentanţi. În adevăr, fie a'eA şi b'eB alţi reprezentanţi, 
avem ,a'-a, b'~b, deci a'=na b'=mb, unde n, meN. 
Na'b' =(Nn)amb= Namb=a(Nm)b= Nab. 

Mulțimea claselor de resturi (mod N), dotată cu legea de 
compunere de mai sus, verifică axiomele G, Gz, Gs de la punctul 10. 
Asociativitatea este evidentă, deoarece ea are loc în G. Unitatea 
grupului este N, căci (Na)N=N Na=Na. Inversul elementului 
aN=Na este elementul Na, căci (aN)(Na-1)=(Na)(a-1N)= 
=N(a a DN=NuN=NN=N. 

Acest grup se numește grupul factor (cît) al grupului G în 
raport cu divizorul normal N şi se notează cu G/N. 

Proprietatea are loc şi reciproc şi anume: dacă clasele de res- 
turi la dreapta sînt organizate ca grup, atunci ele coincid în mod 
obligatoriu cu clasele de resturi la stinga. 


15. HOMOMORFISME DE GRUPURI. Fie date două gru- 
puri G și G'; se numește homomorfism de grupuri o aplicaţie 


h:G-—G', (1.10) 
care se bucură de proprietatea 
Yx, yeG=h(z, y)=h(2)" h(y), h(x), h(y)eG”. (1.10”) 


Se numește imagine a homomorfismului h mulţimea Im h= 
=h(G)c G' şi respectiv nucleu al lui h mulţimea Ker h={x|h(x)= 
=u'eG'). Mulţimile Imh şi Kerh sînt subgrupuri ale lui G’ şi G. 

Un homomorfism de grupuri pentru care h este surjecţie 
poartă numele de epimorfism de grupuri, iar dacă h este injecție 
el se numește monomorfism de grupuri. În cazul cind honiomor- 
fismul h este bijecţie, el poartă numele de izomorfism de grupuri 
Şi, în particular, dacă este o transformare se numeşte automor- 
fism de grupuri. În general, un homomorfism al lui G în G poartă 
numele de endomorfism. 

Sînt importante următoarele două homomorfisme particu- 
lare: 

a) homomortismul incluziune. Fie date mulțimile N şi G, 
NCG, Vom numi incluziune aplicaţia 


i: N—G, 


prin care fiecărui element neN îi asociem acelaşi element neG. 
Dacă N şi G sînt grupuri şi dacă N este un subgrup al lui G, 
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atunci aplicaţia i este un homomorfism și se nume ie homomor- 
fism incluziune. 

b) homomorfismul canonice. Fie dat grupul G, un divizor nor- 
mal al său N şi grupul cît G/N. Vom numi homomorfism canonic 
sau proiecție canonică aplicația 

p:G-—G|N, 
prin care fiecărui element aeG îi punem în corespondenţă clasa 
sa A=aNeG/N, din care el face parte. Are loc de asemenea ur- 
mătoarea: 

Propoziţie. Fiind date grupurile G, G’ şi homomorfismul 
f:G—G', există un monomorfism unic g: G/Kerf—G', care veri- 
fică relaţia g'h=f, adică face comutativă diagrama 


G——G] er f 


E 


şi în care h este homomorfismul canonic h:G—G/xer r Rezultă 
că g stabileşte un izomorfism între G/gery și f(G)=Imf, imaginea 
lui G prin f (vezi probl. 21). 

Din această propoziţie, ca şi din proprietățile homomorfis- 
mului canonic, rezultă de asemenea următoarele proprietăţi: 

1) Subgrupurile normale ale lui G coincid cu subgrupurile 
care sint nuclee de homomorfisme ale lui G. 

2) Imaginile homomorfe ale lui G coincid, abstracţie făcînd 
de izomorfisme canonice, cu grupurile factor ale lui G (în raport cu 
diferitele subgrupuri normale), (vezi probl. 22). 

Grupul homomorfismelor unui grup în alt grup. Fiind date 
două grupuri (abeliene) G şi G', mulţimea homomorfismelor lui 
G în G' se poate organiza ca grup, dacă definim suma a două homo- 
morfisme fı, fa prin formula 


fit fa: zeG > (f+ f)(x) E fa(£)+ falx) EG’. 
Să arătăm că aplicația f,+fa este un homomorfism 
(fi+fa)(z+9=f(2+9)+ flay) =la) ha) 
+ fa(2)+ fa(9) = heH RN + R= 
=(fi+ f)(2)+ (f+ 209). 
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Asociativitatea legii de compunere dintre homomorfisme 


rezultă din existența asociativității în G’. În adevăr:] 
H+ fak) = Aat fla) =h) 
HLD H= at Aet NE). 


Elementul unitate al acestui grup este homomorfismul tri- 
vial: i ed 
O : zeG—0O(2) $£ OEG’, 


iar inversul elementului f este —f dat de | 
—f: zeG(—f(2) $£ —fa)eG'. 


Pentru legea de compoziţie -+ : (fis fa)—fi+fa se verifică 
toate axiomele de grup abelian. Grupul astfel definit se numeşte 
grupul homomorfismelor lui G în G' și se notează Hom (G, G’). 


16. GRUPURI DE TRANSFORMĂRI. Dacă f şi g sint două 
transformări ale unei mulţimi T, atunci transformarea h, definită 
de egalitatea 


h : t— h(t) %, g(f(9), VieT, (1.11) 
se numeşte produs al transformărilor f şi g şi se notează prin 
h=gof. . (1.11) 


Teoremă. Mulțimea +(T) a tuturor transformărilor unei mul- 
jimi T formează grup faţă de produsul transformărilor, numi! grupul 
tuturor transformărilor mulțimii T. 

Demonstraţie. a) Dacă f, 9. h sînt trei transformări, atunci, 
pentru orice teT, avem: 


(ho(gof))(î)= (ge DI higlf(0)]y= (Hog)A(0I= tegen 
adică ho(gof)=(hog)of. | 
| b) Transformarea identică u(t =t joacă rol de ae uni- 


tate, (fou)(=f(u())=f(). 

c) Pentru orice f. definim f-t astfel: f(s)=t dacă KÐ =s; 
avem (fof1)(s)=flf(s5)]=f(D)=s=u(s). 

Prin urmare, verificîndu-se axiomele, deducem că + este un 
- grup. Orice subgrup G al grupului tuturor transformărilor unei 
mulțimi T se numește grup de transformări. Grupurile de trans- 
tormări joacă un rol foarte important în geometrie. Ca exemple 
de grupuri de transformări pot servi grupurile de permutări. 
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Dacă odată cu orice două elemente ale mulţimii 7, există 
cel puţin o transformare a grupului G, care să ducă unul din ele- 
mente în celălalt, atunci grupul se numeşte /ranzitiv*, în caz 
contrar el poartă numele de intranzitiv. Dacă există o singură 
astfel: de transformare, el se numeşte simplu tranzitiv, iar dacă 
sint mai multe, multiplu tranzitiv. 

Din 'cele de mai sus, opnaem: un rezultat: foarte important, 
dat de următoarea: = : ` ii 


Propoziție. Oricărei mulțimi i se noite asocia (cel puțin într-un 
mod) un grup de transformări ale sale, de exemplu, grupul tuturor 
transformărilor acestei mulțimi. i 

'Reciproca acestei propoziții este de asemenėéa adevărată. 
Orice grup G poate fi considerat (cel puțin într-un mod) ca grup 
de transformări ale unei anumite mulțimi. 

În adevăr, fie grupul G. Să considerăm ca mulțime T chiar 
mulţimea G. Vom putea defini cu fiecare element zeG transfor- 
marea T, prin formula: 


VyeG=1T: Tg y. 


Prin aceasta fiecare element al mulțimii G se interpretează 
ca o transformare a lui G. Aceste transformări ale grupului G 
poartă în mod curent denumirea de translaţii la stînga. În mod 
cu totul similar se pot introduce și iranslaţiile la dreapta prin 
formula: 


T; : y> Ta(y) y z. 


Cu definiția de mai sus deducem următoarea: | 

Propoziţie. Mulțimea translaţiilor la stînga ale unui grup G 
formează un, grup de transformări. 
"În adevăr, dacă formează un grup de transformări, acesta 
este subgrup al grupului tuturor transformărilor mulțimii G. Va 
fi deci necesar să arătăm că sînt verificate axiome subgrupuiui; 
Fie 

la: u= T(uj=z- uşi Tp: pa T(o)= =y: v. 


Rezultă că VueG, T,:7.„:u-y(z(u))=(yz)(u)= Tau) Te 
=T, Ta deci- produsul. a două translaţii este tot o translație. 
Pe de altă parte, VyEG, Tz: yY >TJ, Tai: y=zy şi! | 


ip Tag z gTa) Teale: 


* Se spune că grupal G acțioritază. tranzitiv asupra mulțimii T. 
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Analog arătăm că Ta-::T=lg, deci (72) l= Ta şi deci 
inversa unei translațţii este tot o translație şi propoziţia este astfel 
demonstrată. 

Aplicația z— T, este un izomorfism de la grupul G pe grupul 
translaţiilor la stinga, din care cauză cele două grupuri se iden- 
tifică. ` 

În alţi termeni se spune că grupul G și grupul translaţiilor 
la stinga sînt egale, abstracţie făcînd de un izomorlism. 

Mai general, un homomorfism h al unui grup G într-un grup 
G'C (T) de transformări ale unei mulţimi T poartă numele de 
reprezenlare a grupului G. Altfel spuis, o reprezentare a unui grup 
G este o aplicaţie h definită pe G şi care are următoarele proprie- 
tăţi: 

1) vzeG=h(z) este o transformare a unei mulţimi Ee 


2) Va, yeG=h(z, y)=h(x): h(y). 


Vom spune că T este spaţiul reprezentării h. Evident că aplica- 
ţia z—T, este o reprezentare specială, întrucît ea este un izo- 
morfism. 


Observaţie. Fie T o mulțime, G un grup şi h o reprezentare a 
lui G, avînd T ca spațiul reprezentării. Se poate defini aplicația 
x :GXT—=T prin 

VgeG, zeT, x : (9, x)— gx xt% [h(g] (x). 
Au loc următoarele proprietăți: 

a) g*(g'*x)=(g9°)* z, 

b) l ex T=. 

17. OPERAȚIA UNUI GRUP PE O MULȚIME. Propoziția I. 


Fie u:GXT-—T o aplicație. Notăm u(g, x) =gxx, VgEG, xeT. 
Dacă au loc următoarele relații: 


a) Yg, g'eG, xeT=gx* (g '*x)=(gg')* x, 
b) YreT=lç*r=r, 
atunci YgeG, aplicația gx :T—T astfel ca VzeT, gx Y2)=g* z 


este o transformare a lui 7. 
În adevăr, fie x, yeT|gxz=gxyeT, Torosina aplicația gix, 


găsim g91x(9x2)=91* (9*y) = O 1cx=l ay ® I=y; deci gx este 
injectivă. Fie zeT= 3y=91x z|gx y=g* (Pix x) © loxz=z, deci 
g* este surjectivă și prin urmare, o bijecţie. 
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Propoziția II. Aplicația ọ : G—r(T), definită piin e: 9g—+9(9)= 
=9x ?, VgeG, este un homomorfism. 

În adevăr, [(9*2):(9'* 2]: zeT—(9x 2[g'xx]=g9x (9” x2)= 
=99')xz; VzeT, deci (9x ?):(9'x 2)= (99 )x 2, Yg, g'eG. De ase- 
menea rezultă că 


(91% ?):(9x =la (9*?) (°?) =la 


Definiție. Vom spune că o aplicaţie u:GXT-—T, care veri- 
fică axiomele a) şi b) este o operație a lui G pe T. 

Oricărei operaţii a lui G pe T i se poate asocia o reprezen- 
tare a lui G. Prin aceasta se defineşte o aplicaţie Q a mulţimii 
operaţiilor lui G pe T în mulţimea reprezentărilor lui G ce au 
pe T ca spaţiu. 

Reciproc, dacă h este o reprezentare a lui G, notăm prin 
Q'(h) operaţia prin care gxz=0' "(h)(g, x)= h(g)(x). 

Din definițiile date rezultă că aplicațiile Q și Q’ sînt inverse 
una alteia şi deci pun în corespondență bijectivă mulțimea ope- 
rațiilor lui G pe T şi mulțimea reprezentărilor lui G, de spa- 
tiu T. 


18. ORBITELE UNUI GRUP CARE OPEREAZĂ PE 0 MUL- 
ȚIME. Fie G un grup care operează pe o mulțime T. Să considerăm 
pe T relația RCTXT definită prin ' 


[(z, yeR]<l2geGly=g9x x]. 


Propoziție. Relația R este o relație de echivalență, pe T. 

Orice clasă de echivalență prin raport cu R poartă numele de 
orbită a lui G pe T. Orbita care conține pe xeT se va nota prin 
Gx 2 sau pur şi simplu prin Gz. Vom nota de asemenea mulţimea 
orbitelor prin 7/G. 

Operația este tranzitivă sau grupul operează tranzitiv pe 
mulțimea T dacă card T/G=1. 

Observaţii. 1) Fie G un grup şi H un subgrup al său. Apli- 
caţia u: (h, g) HXxG-—gh-leG este o operaţie a lui H pe G. 

2) Orbitele lui H în G sînt clasele de resturi la stinga ale lui 
H în G. 


19. GRUPURI DE AUTOMOREFISME. Fie G un grup de trans- 
formări ale mulţimii T.. Transformările din G care transformă 
elementele unei submulțimi UC T,.şi numai pe acestea, tot în U, 
se numesc transformări automorfe sau. ROMOLI; în raport c cu 
mulțimea U. 
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: Propoziţie. Totalitatea transformărilor dintr-un grup de 
transformări G, automorfe în raport cu o submulțime U, formează 
un grup numit grup de: automorfisme (în raport cu submulțimea 
respectivă). 

În adevăr, propoziţia rezultă din faptul că produsul a două 
transformări automorfe este tot o transformare automoriă, iar inver- 
sa unei transformări automorfe este tot o transformare automortă. 


20. GENERAREA GRUPURILOR. Fie G un grup și Mo 
submulțime nevidă a sa. Mulțimea tuturor elementelor de forma 
a b ...c, unde a,b,...,c sînt sau elemente din M sau inverse 
de elemente din M, formează, evident, un subgrup al lui G. Acest 
subgrup se numeşte subgrupul lui G generat de mulţimea M. 
Dacă acest subgrup coincide cu G, vom spune că M constituie 
un sistem de generatori ai grupului G. Orice grup admite un sis- 
tem de generatori, întrucît putem lua drept mulțime M însăşi 
mulțimea formată din toate elementele lui G. 

Pentru un grup abelian G noţiunea de sistem de generatori 
se prezintă astfel. Dacă M este un sistem de generatori, atunci 
orice slemen din G admite o PELETE de forma: 


9= =zm,+ . . FZrMp 
unde m;EM, iar z;E€Z, i=1,...,r. 
Mulțimea M poartă numele de sistem de generatori inde- 


pendenți, dacă iata Lac sale nu sînt legate prin nici o relaţie 
liniară de forma: 


zam . aai m, EM, z;eZ, Ş 240.. . (1.12) 


i=l 


Altfel spus, dacă M este un sistem de generatori iudei deiţă 
şi dacă m, sînt elemente distincte din M, z; sînt numere întregi, 
iar între aceste elemente are loc prima relaţie din (1.12), atunci 
Z,' sint. toate nule. 

. Vom spune că grupul abelian G este liber dacă el : conţine 
un sistem de generatori independenţi. Acest sistem poartă -numele 
de bază a grupului abelian liber G. 


21. INELE. Se numește inel o mulţime I înzestrată cu două 
legi de compoziţie internă, una notată aditiv și alta multiplicativ, 
dacă sînt verificate următoarele proprietăţi: - 

I. I este, faţă de prima lege, grup abelian; acesta este notat 
aditiv. 


22 


I. Faţă de legea a doua avem: Vrz, y, zel=z:(y:2)=(x:y):z. 

ls. Cele două legi sînt legate prin relaţiile: Vz,y,zel= 
=z(y+2=zyjrzz (+y) z=r +yz. | 

Vom spune că într-un inel înmulţirea este asociativă (12) 
și bilateral distributivă față de adunare (I). 

Un inel I se numește comutativ dacă înmulţirea este comu- 

tativă: 

L. Vz,yel>=z:y=y:z. 

I. Dacă înmulţirea în inelul I are element unitate, el se 
notează cu 1 şi inelul se numește inel cu unitate: dlel|l-xz=zx 


22. CORPURI. O mulțime K se numește corp dacă: 

Kı. K este inel, „i a 

Kə. Mulțimea elementelor .nenule se- organizează ca grup 
faţă de înmulţire. 

Xs. Dacă inelul K este comutativ, atunci t corpul K se numește 
comulaliv sau cîmp. . 

Mulțimea BCK se iamete subcorp, dacă B este enrp faţă 
de indusele adunării și înmulţirii din K la elementele din B. 


23. LEGE DE COMPOZIȚIE EXTERNĂ. Fie date două mul- 
timi Q şi E. O aplicaţie f definită pe mulțimea QXE (domeniul 
de definiție) și cu valori în E (codomeniu) se zice că it e pe 
mulțimea E o lege de compoziţie externă şi se scrie ; 


Vacl, zeEsf: (æ 2)eOXE=fla, 2)eE. ` (1.15) 
Mulțimea Q mai poartă numele de mulțime de operatori ai legii. 
Se numește grup cu operatori orice grup G înzestrat cu o 
lege de compoziție externă distributivă față de operația de grup, 
adică 
fla, zy)=f(a x): (f(a y). - 


24. MODULE. Un grup abelian M se numeşte modul la 
stînga (respectiv la dreapta) peste inelul I, dacă există o lege de 
compoziţie externă IX M— M, “notată (a, 2)—az (respecti, (x, x)— 
>ra), astfel ca 


Mi. a(2-+p) =ar tay Gen: (+ a= zart ya), 
"Ma. (a Bjr=ai+Bzr (resp. (a+B)= =ru ap), 
Ma. a(Bz) = (af) (resp. (2B)a= (Pa). A 
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Dacă în plus: 

Ma. Inelul I este inel cu unitate şi l-z=z, oricare ar fi reM, 
modulul se numește unitar. 

Dacă inelul I este comutativ, atunci noţiunile de modul la 
stinga şi la dreapta coincid. 

Orice inel poate fi considerat ca un modul la stinga sau la 
dreapta peste el însuși. 

Dacă G este un grup abelian, atunci aplicaţia ZxG-—G, 
definită prin (z, 2)—zz, organizează pe G ca un modul în raport 
cu Z | 


PROBLEME ȘI EXERCIŢII 


1. Fie M o mulţime finită. O aplicaţie f: M—M este sur- 
jectivă dacă şi numai dacă ea este injectivă. 

R: Dacă M are m elemente și f este surjectivă, f(M) este 
o sub mulţime a lui M avînd m elemente distincte, deci f(M)=M; 
reciproc, f(M)=M arată că celor m elemente din M le corespund 
m imagini distincte, deci două elemente diferite nu pot avea 
aceeași imagine. 


2. Fie f: M—N o aplicaţie. Să se arate că z=yf(z)=f(y) 
este o relaţie de echivalență. Care sînt clasele de echivalență pe 
care le determină? Reciproc, să se demonstreze că pentru orice 
relație de echivalență „~“, definită pe M, există o mulțime N 
şi o aplicaţie f: M—N pentru care xz~y<f(x)=f(y). Dacă se 
cere ca f(M)=N, mulţimea N este determinată, abstracţie făcînd 
de o bijecţie. 

R: Clasele de echivalență sînt imaginile inverse ale elemente- 
lor din N. Pentru proprietatea reciprocă se ia M| ~ =N şi f: M>N 
aplicația canonică. ; 


3. Fie X, (j=1, 2) două mulțimi, p; două relații de echiva- 
lență (definite pe X,) și p;: X;—X;lọ; respectiv două proiecții 
canonice. Să admitem că aplicația f: Xı—X3 satisface condiția 


x®& y=f(x) f(y). Să se demonstreze existenţa unei aplicații F : 
Xp. —Xa/pa astfel ca diagrama F-pi=paf să ale comutativă. 


Mai mult încă, dacă f este o surjecţie, iar dacă x & y=f(x) & f(y), 
F este surjecţie. 
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4, Să se determine paritatea permutării 
12 3456789 
-(; 3 7 65421 ) 

R: impară. 


5. Să se arate că într-o mulţime dotată cu o operaţie f aso- 
ciativă şi cu element unitate, inversul unui element z, dacă există, 
este unic. 

R: În adevăr, să presupunem că x posedă două elemente 
inverse x şi x” și deci f(x', x)=f(x, z)=u, f(x", x)=f(x, x')=u. 
Avem  v=f(z, w=ftz, fæ, x) =fha, 2, fu, =” 
cetd.. : . 


6. Exemple de legi de compoziție internă 

1) Fie W o mulțime de relații. Perechii ((M, Ki, M’), 
(Mis, Ka, M'))eS XM îi vom asocia elementul (M, KK, M'em 
dacă și numai dacă M, =M' şi unde K,K>=((z, 2eM' x M”'|3yeM', 
(x, y)eK, și (y, z)eKa). Prin aceasta se definește de fapt o aplica- 
ţie, definită pe o parte a produsului cartezian MxM cu valori 
în Jl, şi care se notează 


(M, Kı, MOM, Ka, M”)=(M, KıKə, M'”). 


Relaţiile de forma (M, A, M) sînt „unităţi“ pentru legea 
de compoziţie de mai sus. În adevăr, sînt satisfăcute proprietă- 
tile 


(M, Au, M): (M, K, M)=(M, K, M’), 
(M, K, M)-(M, Aw, M')=(M, K, M). 


2) a) Fie date două aplicații f=(A, Kı, B) şi g=(B, Ka, C), 
produsul lor g: fă (4, K1Ka, C), unde K.Ka=((z,2)eA X C| 3y €B 
astfel ca (x, y)eK, şi (y, z)eKa) este o aplicaţie numită aplicaţie 
produs. 

b) Ca exempiu de aplicaţie. să considerăm relația (A, A4, A). 
Condiţiile a) şi b) din definiţia aplicaţiei sînt evident îndeplinite 
în baza definiţiei diagonalei A4. Această aplicaţie particulară 
„poartă numele de aplicaţie identică (pe mulțimea A) şi se notează 
prin 14 

c) Se verifică proprietăţile: 


1" ff, fta 
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Numind aici 1, unitate la dreapta și 14 unitate la stînga, 
deducem că în general unităţile la dreapta diferă de unităţile 
la stinga. 

d) Fie f=(4, K, B) o aplicaţie inversabilă (bijectivă) şi ọ 
inversa sa. Sînt verificate proprietăţile: 


. Q: f=14 f p=le. 
oE o altă aplicație importantă este cea diagonală 
A: A—AXA, 
„definită astfel | 
| i A:aeA—(a, a)eA,. 


Această aplicaţie poate fi scrisă ca următoarea reape parti- 
culară (A, K, AX A), unde K={(a, (a, a)}. 


7. Produs de permutări. În mulțimea permutărilor mulțimii 
primelor n numere naturale se defineşte o lege de compoziție 
internă, numită produsul permutărilor, -prin compunerea succe- 
sivă a lor, în felul următor. Fie e şi V două permutări, produsul 
lor e: 4 este o permutare care se definește astfel. Fie 


1, 2 >» n {1L 32 RY, 
dai (i p(2), ..., i) i PA TOME p) 
vom. scrie permutarea Ų sub forma 


v=( p(1, (2)... e(n) ). 
(ule(1)]. $le(2),;...; Vle(n)] 
și produsul yo. 


o 2... n p0) o-o N 
tesh a e... od) Caa arse... be 


ge ( 1, Dicu „n )- 
vle(D], pie] -- Yen) 
Au loc următoarele proprietăţi: 
a) produsul permutărilor este asociativ (ca produs de apli- 
caţii succesive), 


| Dia Rn 


b) permutarea ( ) este permutarea unitate față de 


n 
Ă 3 so... 
produsul permutărilor, 
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E(D) ce» el) 


' of p$rmiutarea v=( : 
pi ara Să esee N 


w eo 1, s. .3 n 
mutării .=( ) 
(0 e: i 


8. Să se arate că într-un grup au loc proprietățile 


a) Inversul la. dreapta este şi invers la stînga. În adevăr, 
fie z' inversul la dreapta al lui x și z' ' inversul. la dreapta al lui 
z', Folosind scrierea simplificată avem: zi =u, dx =u. Să ară- 
tăm că z'z=u. Rezultă însă că (4'2)z =x (zz)=r u=r'. „Calcu- 
lînd [(z'2)z' Je” =(x' (az r'j=(x' sju=7't=r'x" =u. 

b) Unitatea la dreapta este şi. unitate la stînga. “În adevăr, 
uz=(xr' je=2(x' x) =%u =x. 

c) Inversul inversului unui element este egal cu însuşi acel 
element, În adevăr, fie z un. element oarecare, x' inversul. său: şi 
a”! inversul lui z’. Avem : xg’ =u, a ‘=u, LI" =x" =zz; sira D= 
=a(7'2)=(27)r' =(2a eur =uz>a =T. : 

d) Inversul unui produs este egal cu produsul iveco luate 
în ordine schimbată. În adevăr, ep 2)= =[2(yy')]z =(xu)x' = 
=ar u, deci (xy) =y'x'. 


) este ‘inversă a per- 


9, a) “Mulțimea. iii aci. a n numere naturale, dotată 
cu. , „produsul de permutări“ formează un grup numit grup de per- 
mutări. Acest grup nu este comutativ. Pentru demonstraţie va fi 


suficient să dăm un contra-exemplu. Fie „= (| 2 2) şi 
1 2 3 F 
k 2 1 3 

1 2 3 . 4/1 2 3 
=(3 3 i) iar ọ 4=(; 1 3) si şi deci potopy edad; 
b) Să se determine permutările pes şi VeGa, astfel ca 


). Din definiția produsului. „rezultă că 4 ọ= 


1 234 5) 9 1234 5)= 1234 5); 

43215 (31452 54132); 

123456 Dlia) 
612345 132546 
3456), 


Numărul iranta a n numere naturale este egal cu n!, 
grupul acestora se notează cu Gni. 
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10. O transpoziţie oarecare schimbă. clasa unor permutări. 

În adevăr, fie o permutare 7, o transpoziţie + şi permutarea 
produs tr 

_ Teden A EE EEE a 
T= , T= 
a aa) j o OF 
Deses > ATRD ... 
sui [ui i 

a) Dacă i şi j sînt consecutive, atunci toate inversiunile 
(a, b) cu (a, b)=(i, j) care le are w le va avea şi zr. Dacă z(i)< 
<x(J), adică (i,j) nu este o inversiune pentru 7, ea va fi pentru 
tr; iar dacă z(i)> z(j), adică dacă (i, j) este o inversiune pentru v, 
nu va mai fi pentru tm. Deci permutările m şi vm sînt de clase 
diferite. 

b) Dacă i și j nu sînt consecutivi, 7 poate fi considerat 
ca produs de 2h+1 transpoziţii, unde h este numărul elementelor 
cuprinse între i și j (h=j—i—1). Prin urmare, şi în acest caz T 
şi tx sînt de clase diferite. 


11. Numărul permutărilor pare este egal cu numărul per- 
mutaţiilor impare. 

Fie N, și Na numărul permutărilor pare și impare. Prin 
înmulţirea cu o transpoziţie (de exemplu, cu (1, 2)), cele N, per- 
mutări pare devin impare, deci N, <No, analog Nas Nu deci 


N, =N; = ni 


12. Fie G un semigrup. Dacă ecuaţiile az=b, ya=b au 
soluţii în G(Ya, beG), atunci G este un grup şi reciproc. 

R: Dacă G este grup = Ja’ şi a'(az)=a'b, deci z=a'b, analog 
y=ba'. Soluţiile astfel determinate sînt unice, fie mlau=b şi 
Xaaza=b, avem ax, =aXa; înmulţind cu .a'=>zı=zxz Reciproc, 
făcînd b=a avem azxz=a şi za=—a, existenţa şi unicitatea soluţiei 
x=U, ne spune că G este un semigrup cu element unitate; făcînd 
b=u, avem ax=u şi za=u, de aici deducem că orice ae este 
inversabil şi că inversul său z=—a' este dat de aceste ecuaţii, deci 
G este un grup. 


13. Fie G un semigrup. Să se arate că dacă VzeG, translaţiile 
Pz: Yz:G—G definite prin ọ,(a)=ax, V„(a)=za sînt surjective 
atunci G este grup şi reciproc. 

R: 1) Pentru orice zeG există e, cG cu oz(ez)=z, adică 
e,x=z (ipoteza de surjectivitate a lui q.). e, este un element 
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unitate la stînga, deoarece YaeG fiind de forma xb cu beG, avem 
est =e,(xb)=(e;x)b=xb=a. 2) orice element aeG este inversabil 
la stînga, deoarece există beG cu qa(b)==e, (ipoteza de surjecti- 
vitate), adică ba=e,. Reciproca este imediată. 


14. a) Fie G un grup. Să se arate că relaţia a=b<>b=xaz, 
cu zeG convenabil, este de echivalență și coincide cu az b<>b= 
=yay', cu yeG convenabil. b) Există submulţimi ale unui grup, 
închise faţă de operaţia din grup, care nu sînt subgrupuri. Exemplu: 
mulțimea numerelor întregi pozitive și pare, în grupul aditiv al 
numerelor întregi. 


15. Să se arate că pentru ca o submulțime nevidă A a unui. 
grup G să fie un subgrup, este necesar și suficient ca A să înde- 
plinească una din următoarele condiţii: 


a) Yz, yeAayeA şi 'eA, 
b) Vz,yeA=zy'eA. 


R: În adevăr, să arătăm că din a) rezultă G}, G2, Ga. Asocia- 
tivitatea este satisfăcută în A, deoarece este satisfăcută în G. 
Fie y=a', din a) rezultă că zz'—ueA. Să arătăm acum că din b) 
rezultă G,, Gz, Gz. Asociativitatea este satisfăcută în A pe acelaşi 
motiv ca mai sus. Considerînd y =x, rezultă că zz'eA şi deci ueA. 

Luind acum cele două elemente u, TEA, avem uz =2 EÁ 
c.c.t.d. 


16. Intersecţia a două subgrupuri este un aaa l 

R: Fie grupul G şi subgrupurile Gı şi Ga; fie £, YEGIN Ga 
avem deci: z,yeGi=ay'eG, şi respectiv: x, y EGa=>ay' EGə, prin 
urmare zj'eG(Ga c.c.t.d. 


17. Fie G un grup. a) Mulțimea elementelor din G, permuta- 
bile cu. orice element din G, formează un. subgrup. abelian C al 
lui G (denumit centrul lui G) 


© C={x|YaceG=ar=zra}. 
b) C este reuniunea claselor de elemente conjugate din G 
(exemplu 12), care conțin doar cîte un element. l 
R: a) Se verifică axiomele. 
b) Dacă x este o clasă de elemente conjugate formată 


doar din v, atunci a'za=z pentru orice aeG, deci ar=zxa, adică 
zeC şi reciproc. 


29 


Observaţie. Dacă A este un TOR ngcomutativ, atunci C este 
un. corp. comutativ. La i : 


18. Să se arate că 


a) Dacă A este o clasă de resturi Ja dreapta a unui grup G, 
în raport cu sub grupul H şi acA, atunci A=Ha. 


b) Fiecăre submulțime Hb (beG) este o clasă de resturi la 
dreapta. 

-c) H este o clasă de resturi la dreapta. | 

R: În adevăr, a) VbeA=beHa. Prin ipoteză baba! = 
=heH. Înmulţind această relaţie cu a=(ba)a=b=haeHa, deci 
ACHa. Invers, VbeHa=b=ha. Înmulţind cu a'=ba' =h, deci 
b~a, adică beA=HaCA. Din ACHa. și HaCA, avem A= 
=Ha. 

b) Fie z=Rhb, y=hzb din Hb, y'=b h; =>xy' (un) = 
= ha(bb')ha = hahseH. Deci z=y şi prin urmare Hb este: o clasă de 
resturi la dreapta. 


c) H este o.clasă de resturi la dreapta, oricare ar fi ha ho, 
hu, hzeH, deci har ha c.c.t.d. | | 


19. Fie G un grup şi N un subgrup al său. Să se arate că 
dacă au loc relaţiile: 

-YneN, aecG=a'naeN și ana 'eN, atunci N este un divizor 
normal (clasele de resturi la stînga coincid cu clasele de resturi 
la dreapta). g 

R: din a'naeN(Vn)=a'na=nu. Înmulțind la stînga cu a, 
avem na=ân,, deci NaCanN. „Analog; din ana'eN avem ana'=ng, 
înmulțind la dreapta cu a, găsim an=naa(Vn), deci aNC Na. 
Rezultă aN=Na c.c.t.d. 


20. Fie C* grupul aditiv al numerelor complexe şi fie C* 
grupul multiplicativ al numerelor complexe nenule. Aplicația f 
a lui C* în C* definită prin 


fiz+iy) =exp (z+iy) =e2(cos y+-i sin y) 
este un homomorfism. 


li 


21. Fie Rt grupul aditiv al numerelor E E şi fie H grupul 
multiplicativ al numerelor reale strict pozitive. Aplicația f a lui 


Rt în H definită prin: f(x)=c7, unde ce|R*, este un izomor- 
fism. 
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22. Fiind date grupurile G şi Gr: și homomorfismul h : GG, 
să se arate că: 

1) prin homomorfismul h unitatea lui G se aplică. în unitatea 
lui Gi. 

2) inversul unui Sement z se aplică în inversul elementu- 
lui A(x). 

3) Kerh şi Imh sînt siiami respectiv în G şi Gi. 

4)łKerh este divizor normal al lui G. 

R: În adevăr, 1) din (1.10), făcînd y=u, deducem h(x)= 
=h(x)h(u). Dar cum elementul neutru ur este unic, avem h(u)= 
=i}. 2) Pe de altă parte, făcînd y=—z', deducem din aceeaşi 
formulă, că A(x) h(2)=h(zz')—h(u)=u: Deci [h(z)]' =h(z'),- din 
aceleași consideraţii de mai sus. 3). Yx, yeKerh,, notăm z=zy. 
Avem: h(2)=—h(z)h(y)=—u, €G, = zye Kerh: h(x’) = [h(2)]! = (n) = 
—ueG,=a'eKerh. Prin urmare, Kerh este subgrup al lui G. 
Analog, avem că Vaz, pelmh= 3z, yeGlh(z)=au, h(y)=y;ı, deci 
ay, =h(2)h(y)=h(zy)elrah. (2) =(h(2)]'=h(a)elmă. 4) Să arătăm 
că VaeG, a: Kerh=—Kerh-a sau (ax!=—(xa]. Aceasta revine la a 
spune că ax za, adică (az)(za)'eKerh. În adevăr, h[(az)(za)' ]= 
=hlaza'z'] =h(a)h(x)h(a h(x )=h(aa' )=u eG.. 


23. Să se arate că aplicaţia 


e E ti 9: (2) eGlner so fiDelmfCG i 
esta un iii ofere 


R: Fie grupurile G şi G, şi un homomorfism f: Ea să se 
arate că există un monomorfism unic g:G/xerp—+Gu. astfel încît 
f=g*h, unde h este homomorfismul canonic G—+G/aery. În adevăr, 
existenţa lui g o demonstrăm prin următoarea construcție efec- 


tivă a sa: 
> g: {2} f(z). 


Pentru a arăta că g batai a definită, zeta să arătăm că defi- 
niţia sa nu depinde de alegerea reprezentantului x. În adevăr, 
fie (un alt reprezentant) Rețz), adică 2-3 sau zR=yeKerf, deci 


f(z'z)=f(y)=u,. Pe de altă parte f(z3)=f(7)f(3)=(f(2V' f(3)=ua: 


Din compararea relaţiilor avem f(x =), ceea. ce demonstrează 
mpi de mai sus. Avem de asemenea zf, {x} £ f(), deci g:h=f. 


“Aplicația g este un monomorfism, căci 


a) g : {x} {y} = {ry} fizy =f f) =g} 
b) gizi=9iy)=f(a)=fiy)=z ~y/Kerf={x}= {y}. 
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Unicitatea o demonstrăm prin reducere la absurd. Fie deci 
aplicaţiile g : {x}— f(x) şi g': (z)—y. Din ipoteza că gxg'=3z| 


I(x) +y, dar 
f(z) - 
h p 
s—> {z} dia 
y + f(z). 


Deci g'hħ#gh=f contrar ipotezei prin care g este un monomorfism 
cu proprietatea că g'h=f. Deci existența lui g' diferit de geste 
absurdă. 


24. Să se arate că: 1) Subgrupurile normale ale unui grup 
G coincid cu subgrupurile care sînt nuclee de homomorfism ale 
lui G. 

2) Imaginile de homomorfisme ale unui grup G coincid, 
abstracţie făcînd de izomorfisme canonice, cu grupurile factor 
ale lui G, prin raport cu diferitele subgrupuri normale. 

R: 1) În adevăr, fiecare nucleu al unui homomorfism este 
divizor normal şi reciproc, fiecare divizor normal este nucleul 
unui anumit homomorfism şi anume ale homomoriismului « canonic 
p:G-—G/N. 

2) În adevăr, g stabilește un izomorfism între G/xerr şi 1O- 
=Imf, 9: {2} EGlxers—> f(x)eImf. 

í » aplicația g este injectivă, fie fa) =U) alerta) = 
= y x i 

b) aplicaţia g este surjectivă, Vzelmf= 3xif(z)=z= aţaje 

<Gjnerrl9 : (x) —z. Rezultă că g este o bijecţie şi deci izomorfism. 


25. Fie K un corp comutativ, GL(n, K) grupul liniar de 
ordinul n pe K, adică grupul multiplicativ al matricilor inversa- 
bile de ordinul n. Fie M,(n,n) mulțimea matricilor pătrate de 
ordinul n. Se poate defini o operație a lui GL(n, K) pe a(n, n) 
punînd Ax M =AM'4A, dacă (A, M)eGL(n, K)xM,(n, n). 


26. Se numeşte automorfism interior definit de elementul 
xeG şi se notează prin ọz, aplicația 


Pz : yeG—zyr'eG, VyeG. 
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Să se arate că: 


1) aplicaţia ọ, este bijecţie (injecție şi surjecţie) şi deci este 
transformare; 


2) aplicaţia ọ, este homomorfism; 

3) mulţimea (false a formează grup de transformări; 

4) aplicaţia ọ : z— qa este un homomorfism. 

5) în raport cu centrul $, grupul lokaa este un grup de 
automorfisme. 


6) Aplicația GX G—G prin care (a, y)—xyz' este o operație a 
lui G pe el însuși. Se spune căG opereaza pe el însuşi prin automor- 
fisme interioare. 


R: 1) Qz este injecție căci Vu, veG, din o.(u)=pz(0)=u=v; 
Px este surjecție căci V.= 3y=x'22| ¢zy=Z; z este deci bijecție, 
transformare şi deci automorfism. 


2) VY, z=02(U2)=2y22 =TYJT' TIX = PY Paz. 

3) Vps Py avem Pypz:z—>y (xzx')y' = (yx)z(yx)' = osa(2) 
deci q,' pz= ya. Pe de altă parte avem @z'Ọr=Pr9z =la 
deci 02 =(02)' Efpz}ze c- - l 

4) P: Y> Pry= Pz P= pla): pU) 

5) fie zef, VzeG avem xz=zx. Prin urmare, ea: 2z—127 = 


=gqx%'z=2, deci VreG=>oz:0—>7F c.c.t.d. 
6) rezultă din 3). 


27. Fie A, B două inele. Să se arate că produsul cartezian 
AX B al mulțimilor A, B înzestrat cu operațiile 


(a; y)+ (x, y')= (2-a, Y+y') 
(z, y)- (7, y)=(z, yy’) 


este inel, comutativ dacă A și B sint comutative. Acest inel se 
notează AIIB şi se numește produsul direct al inelelor A, B. 


28. Care este structura algebrică a mulţimii 27, formată din 
părțile mulțimii E, respectiv față de operaţiile de reuniune şi 
intersecţie? 


R: Semigrup comutativ_cu element unitate. 
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$ 2. SPAŢII VECTORIALE n DIMENSIONALE 


1. SPAȚIU VECTORIAL. Vom numi spaţiu vectorial. (sau 
spaţiu liniar peste un corp comutativ K, orice modul unitar peste 
corpul K. Elementele unui spațiu vectorial se numesc vectori, 
iar elementele corpului K scalari. 

Altfel spus, o mulţime 7 este un spaţiu vectorial dacă: 

Ta: Este definită o lege de compoziţie internă Tx T>T, 
în raport cu care T este grup abelian. 

Ta: Este definită 0 lege de compozite externă S xT=T, 
unde K este un corp comutativ. 

Ta: Và, eK şi VveT=)(uv)=(à u)v. 

Ta: V veT=>1:v=v; 1 este elementul unitate al corpului K 
de operatori. | 

Ts: Au loc legile de distributivitate 


Mat va) =AV1+ÀVa; (A+ u)v zi uV. 


Ca precizare, spunem că 7. formează un spațiu vectorial 
peste corpul K. Riguros vorbind, spațiul vectorial este perechea 
(T, K)=T(K). Dacă corpul K este corpul R al numerelor reale, 
spațiul T(R) se numeşte spafiu liniar real. Dacă K este corpul C 
al numerelor complexe, späțiul vectorial T(C) se zice complex. 
De regulă vom lucra cu corpul R-al numerelor reale. Vom sub- 
înţelege această ipoteză ori de cîte ori nu este: menţionat contra- 
riul. 


2. EXEMPLE DE SPAȚII VECTORIALE. a) Să considerăm 
mulțimea numerelor complexe: :a+ib, unde a şi b sînt numere 
reale. Adunarea numerelor complexe a-ib şi c+id şi înmulţirea 
unui număr complex printr-un număr real &, se bucură evident 
de proprietăţile enumerate mai sus (pct. 1 $2). Rezultă că corpul 
complex constituie un spaţiu vectorial în raport cu corcul real. 
Acesta este motivul care a condus la introducerea reprezentării 
geometrice a numerelor complexe prin vectori; în plan. 


b) Fie x, y,... sisteme ordonate de n numere reale 
x! m 
2 2] 
Tt y 
g= . ? y= .^ LI 
an y” 
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şi fie E mulţimea tuturor acestor sisteme. Să definim următoarele 
legi de compoziţie: 


a-y! | azi rr 
ţel az? 

E I+y= l ŞI ar=|: p 
4y" w az” 


unde a este un număr real oarecare. 

Cititorul poate verifica imediat că aceste două legi se bucură 
de proprietăţile enumerate mai sus. Rezultă deci că mulțimea E, 
înzestrează 'cu aceste două legi de compoziţie, constituie un spaţiu 
vectorial peste corpul numerelor reale. Acest spaţiu poartă numele 
de spațiu aritmetic. 

c) Să considerăm mulțimea funcţiilor reale f de o variabilă 
reală, definite pe intervalul (0; 1), și să luăm ca legi de compo- 
ziţie legile obşinuite- care “dau suma a două funcții și produsul 
unei funcții printr-un număr real. Cu aceste legi de compoziție 
mulțimea considerată este un spaţiu vectorial în raport cu corpul 
numerelor reale. 

d) Orice corp K poate fi privit ca spațiu vectorial peste el 
Însuși. 

Pe aceste exemple se vede generalitatea ca și interesul pe 
care îl prezintă noțiunea de spaţiu vectorial. 


3, PROPRIETĂȚI ELEMENTARE ALE . SPAȚIILOR VEC- 
TORIALE 

a) Fiind daţi doi vectori: x şi y, există un vector şi unul singur Z, 
astfel ca x=y+z. 

În adevăr, este suficient a aduna selot doi membri vectorul 
(—y) pentru a obţine: relația z=x+(—y), care îl defineşte 'pe z. 
Acest vector se numeşte diferenţa lui x şi y. Vom pune, ca şi în 
calculul cu scalari, x+(—y)=x—y; cu această notație propre 
tea 5), $2, pct. 1 se poate pune sub forma: 


di să (a—B)x=ax—Bx. | (2. 1) 
Din (2.1) deducem următoarele proprietăți. Făcînd f=a, 
rezultă Ox=0 şi făcînd a=0, rezultă (—ß)x= —Bx. În particu-. 
lar, (—1)x=—x: 
b) Din ultima relaţie rezultă că proprietatea 5 pet 1, $2 poate 
fi pusă sub forma: 
i (a) EA ay. > (2.2) 
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Făcînd în (2.2) x=y, avem 


a*0=0. 
Invers, relaţia 


ax=0. 0.3) 


atrage după sine sau «==0 sau x=0. În adevăr, dacă a nu este 
nul, admite un invers «1 şi înmulțind cei doi membri ai lui (2.3) 
prin «i, avem «`! («x)=0 sau (e raa; ceea ce demonstrează 
proprietateä enunțată. 


4. SUBSPAȚII VECTORIALE. DEFINIȚIE. Se numeşte sub- 
spațiu vectorial al unui spațiu vectorial T, orice parte V a lui T, 
astfel ca oricare ar fi z şi y aparținînd lui V şi-a scalar, vectorii 
x+y şi «x să aparțină lui V. 

Luînd &=0, rezultă că V conţine neapărat vectorul nul. Mai 
general, este uşor de văzut că legile de compoziție ale lui T, apli- 
cate vectorilor lui V, fac din acesta un spațiu vectorial: dacă x 
aparține lui V rezultă că şi (—1)x=— XxX aparține de asemenea lui V. 
Prin urmare, fiecare vector al lui V admite şi opusul său în V şi 
legile de adunare și de înmulțire cu un scalar se bucură de proprie- 
tățile enunțate în pct. 1, $2. Prin urmare, V este el însuşi un spațiu 
vectorial. l 

Spre exemplificare, vom da următoarele subspații vectoriale: 
a) fie v un vector nenul al unui spațiu vectorial T. Mulțimea 
produselor «v, unde a este un număr real oarecare, constituie un 
subspațiu vectorial V al lui T. În adevăr 


Lav+-Av=(a-+B)v, B(av)=(Ba)v. 


b) Funcţiile reale de o variabilă reală definite pe intervalul 
(0, 1) formează un spaţiu vectorial peste corpul numerelor reale. 
Funcţiile mărginite de o variabilă reală, definite în aceleaşi con- 
diții, formează un subspaţiu vectorial al primului, deoarece suma 
a două funcţii mărginite și produsul unei funcţii mărginite printr-un 
număr real sînt funcţii mărginite. 

Observaţie. Fiind dat un subspaţiu VCT, avem „spaţiul 
cît“ al claselor de echivalență (mod V). 

În adevăr, ştim (ŞI, pct..13) că T/V este-un grup. Prin defini- 
ţie produsul unei clase A cu scalarul à este clasa generată de repre- 
zentantul Ax, unde xeA. Această definiție nu depinde de alegerea 
reprezentantului. În adevăr, fie yeA un alt reprezentant (x—y €V). 
Avem 1x—1y=)(x—y)eV şi deci clasa generată de Ax coincide cu 
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clasa generată de Ay. Se venfica imediat toate axiomele spațiului 
vectorial. 


5. DIRECŢII ÎNTR-UN SPAIU VECTORIAL. Să considerăm 
mulțimea T'= T—40) a vectorilor nenuli ai unui spaţiu vectorial 
T, construit peste un corp K oarecare, şi să introducem în această 
mulțime următoarea relaţie, notată cu d. Vom spune că doi vec- 
tori vı, V2€T” sînt în relaţia d (v; = va(d)) dacă şi numai dacă există 
un scalar AeK, #0, cu proprietatea că v,=Ava. Această relaţie 
este, evident, o relaţie de echivalență (reflexivă, simetrică şi tran- 
zitivă). Ea împarte deci mulțimea vectorilor lui T’ în clase de 
echivalență. Aceste clase poartă numele de direcții. Vectorii care 
aparţin aceleiași clase se numesc vectorii paraleli. 

Vom numi pe viitor direcția unui vector v clasa de echivalență, 
în raport cu relația d, din care face parte vectorul respectiv. 


Dacă spaţiul vectorial T este definit peste corpul R al numerelor 
reale, atunci pe fiecare clasă de echivalență mai sus. definită, ca 
dealtfel și în general în T, vom putea considera o nouă relaţie 
s şi anume: doi vectori vı şi va sînt echivalenți în raport cu s dacă 
există un 1>0, AER, cu proprietatea că Vy=AVa. Această relație 
este o relaţie de echivalență și ea descompune direcţia în două 
clase, numite sensurile: direcţiei respective. 


Fiind dat un vector v, clasa de echivalență definită prin s 
poartă numele de sensul său, iar cealaltă clasă poartă numele de 
sens opus. 


Observaţie. Vectorul nul nu are direcție şi sens, motiv pentru 
care, prin convenţie, el poate fi considerat ca avînd orice direcţie 
și orice sens. 


6. COMPLEXIFICAREA SPAȚIULUI VECTORIAL REAL. 
Fie T(R) un spaţiu vectorial peste R. Aceleași motive care ne-au 
determinat să prelungim R la un corp algebric închis C, ne suge- 
rează să prelungim T(R) la un spaţiu vectorial peste corpul C 
al numerelor complexe, pe care îl vom nota T(C)=T° şi îl vom 
numi complexificarea'lui T(R); în aşa fel încît T(R) să fie izomorf 
cu un subspaţiu al lui T(C), considerat ca un spaţiu vectorial peste 
R, mai exact cu un subspaţiu al lui T(R) dotat cu restricţia la 
RX T(C) a legii Cx.T(C) în T(C). Acest izomorfism va permite 
imersiunea lui T(R) în T(C). . 

După cum am arătat la punctul 1 al acestui paragraf, vom 
lucra de cele mai multe ori în geometrie cu spații vectoriale T(R) = 
=(T, R). Multe din problemele pe care dorim să le studiem pot 
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primi o rezolvare mai: simplă (chiar în studiul spaţiului T(R) 
=(T, R)), dacă vom considera „elemente“ complexe. În acest scop 
nu vom studia spaţiul vectorial complex general, ci vom asocia 
fiecărui spaţiu vectorial real T(R) un spaţiu: vectorial complex 
special T(C). numit complexificarea . lui T(R). Această asociere 
o vom face în felul următor: 

Să considerăm T(R) x T(R)=(z= (x, y)lz, yeT(R)). Vom defini 
acum o operaţie internă în T(R)x T(R) prin formula l 


Oo Y+» yY) = 2 Yı tya) 
şi una externă, peste corpul C, prin formula 


O u(x% DA uy, px+Ay). 

Ca urmare a acestor operații, am definit spațiul vectorial 
complex (T(R)x T(R), C). Acest spațiu vectorial complex poartă 
numele de complezificared spaţiului vectorial T(R), iar elementele 
sale, vectori complecși ai spațiului vectorial real. Astfel fiind, vom 
numi vector complex al unui spaţiu vectorial real, un vector zeT(C), 
scris sub forma z=(x, y), unde x, yeT(R). 

„Să notăm prin f: T(R)—> T(C) aplicația evident injectivă care 
la orice xeT(R) asociază (x, 0)eT(C). Ea este liniară întrucît 


Kari K+ fly) şi fAx)=Af(x);, Vx-yeT(R), VaeR. Deoarece 
RCC, T(C) peste C poate fi considerat ca un spațiu vectorial 


peste R şi notat t Î(R). Aplicația f este un homomorfism injectiv 
al lui T(R) în T(R). Imaginea f(T(R)) este un subspațiu al iui 


T(R) izomorf cu T(R). Să imersăm T(R) in Î(R), ieeniiiicina 
x cu (x, 0) şi să punem 


Atunci pentru orice ( y)eT(C) putem : scrie 
a DS 0+0, y) 
pe de altă parte, dacă i?=—1 avem de asemenea 


` i({y, 0)=(0, y) 
de unde 


(x y)=(x, Ori, 0), 
şi datorită imersiunii lui T(R) în T(C) 
v(x, y)eT(C), (x, y)=x+iy. 
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Dacă, notăm prin i iT(R)_ mulţimea vectorilor lui T(C) de tipul 
iy, n (y€ eT(R) Tr rezultă i İT (8) este” un subspaţiu al lui T(R) şi că T(R)() 
NGT(R)=40). 
În aceste condiţii vom scrie T(0)= Te = =T(R) ®iT(R). Ele- 
mentul z=x-+i0eTC se identifică (prin proiecția canonică pe 
primul factor) cu elementul xeT(R) şi se numeşte vector real, iar 
elementul de forma z=0o+iyeT se numeşte vector pur imaginar. 
Dacă z=x-iyeT(R) ®iT(R), atunci vom numi conjugatul său 
vectorul x—iyeT(R).®iT(R). , 

Fiecărui spațiu vectorial real T(R) i se asociază spațiul vectorial 
T(C)=T°, numit mai sus complexificarea lui T(R). Acest spaţiu 
este, după cum am văzut, un spațiu vectorial. complex. . Deci, 
fiecărei complexificări i se. asociază canonic un spațiu vectorial 
complex. 


Reciproc, fiecărui spațiu Vetorial complex i se poate- asocia 
complexificarea unui anumit spațiu vectorial real. În adevăr, fie 
(T, C) un spaţiu vectorial complex. Acestuia îi vor asocia spaţiul 
vectorial real (T, R), căruia îi punem în corespondenţă complexifica- 
rea sa (TXT, C). Cu toate acestea, structura spaţiului vectorial 
complex T (complexificarea lui T(R)) este mai bogată decît struc- 
tura spaţiului vectorial complex în general T(C)=(T, C), căci 
asocierea de mai sus, în general vorbind, nu se realizează sub formă 
canonică, întrucît (Tx7, C)z(T, C). 


7. DEPENDENȚĂ LINIARĂ. Prin definiție, vectorii Vy, Va, ; .. 

a Vi se numesc..liniar dependenţei, dacă există elementele al, 

x, s.. E EK, nu toate nule, astfel ca Zatv,==0. În caz contrar, 

vectorii se numesc liniar independenți. Fie V}: V» >.., Vy un.sistem 

de k vectori liniar dependenţi; prin definiţie rezultă că cel puţin 

unul din scalarii al, az, ..., aă este diferit de zero; fie a! #0. Vom 
putea sciie deci că: > 

Pe a3 

V= — e aa . es m Ves 

al al Q i 


şi vom spune'că vectorul v, este liniar dependent de vectorii 
Va»... Vu, sau că este o combinaţie liniară a acestora. 
Proprietatea reciprocă este evidentă și ea. Dacă v, este o 
combinaţie liniară a vectorilor v, ..., V, atunci sistemul va, 
Va.» -> Vg este liniar dependent.. Bu | 
Conform definiţiilor de mai sus, vectorul nul este combinaţie 
liniară a oricărui sistem de cel puţin un vector. 
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8. DIMENSIUNE. Zicem. că spaţiul vectorial T este de:dimen- 
siune finită „n“ dacă: 


a) în spaţiul T se pot găsi n vectori lia: ionia 

b) orice sistem de n+1 vectori este liniar dependent. 

În acest caz spaţiul T se notează prin 7. 

Dacă K=R, n se numeşte dimensiunea reală a lui T,„(R), 
iar dacă K=C, n se numește dimensiunea complexă a lui T,„(C). 
Un spaţiu de dimensiune reală 2n se poate identifica cu un spațiu 
de dimensiune complexă n (vezi probl. 6). 

Un subspaţiu VC T se numeşte de codimensiune finită, dacă 
spaţiul T/V este de dimensiune finită, Dimensiunea spaţiului 
T/V se numeşte codimensiunea spaţiului V. Orice subspaţiu de 
dimensiune 1 se numește dreaptă, orice subspaţiu de dimensiune 
2 se numeşte plan şi orice SSN VEpa AA de codimensiune 1 se numeşte 
hiperplan. 


9. BAZĂ A SPAȚIULUI T,„ Se numeşte bază a spaţiului 
Ta» orice sistem de n vectori liniar independenţi. (e, e, ... ep) = 
=&(e;)=& (e). Avem următoarea: 

Teoremă. Fiind dată o bază, orice alt vector al spaţiului 
T„ se poate scrie în mod unic sub forma* 


= zie, Pi i (2 4) 


ca o combinaţie liniară a vectorilor bazei date. În adevăr, avem 
datorită lui b) pct. 8, a“v+-ate,=0, cu a*40, în virtutea lui a) 
rezultă că: v=—(a'/x%e;; notînd cu zi=——at/a* găsim formula 
(2.4); să presupunem acum două astfel de descompuneri, deci 
zie, =zie, dar de aici avem (zi —ai)e,=0, iar în baza lui a) re- 
zultă că zi =r, prin urmare, descompunetcá (2.4) este unică. 


Numerele zi se numesc componentele vectorului v în baza &(e;)= 
î=(e). 

Fiind dată o bază &(e;) rezultă, contorm cu (2.4), că vectorul 
v este descompus într-o sumă de n vectori vi=zfe, (fără sumare 
în partea dreaptă), vectorul v, fiind numit „proiecția oblică“ a 
vectorului v după vectorul bazei e;. 


* Scriind într-un monom un indice odată sus şi odată jos, vom subințelege 
n 


(fără aviz contrar) sumarea după valorile acelui indice, de la 1 la n, adică v= ie, 
i=l 


Această convenție se datorește lui A. Einstein și poartă numele de regula indici- 
lor mufi. 
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10. EXEMPLE DE SPAŢII VECTORIALE n DIMENSIONALE 

a) Dreapta numerică. Să considerăm corpul R al numerelor 
reale, acesta poate fi organizat ca spaţiu vectorial. În adevăr, 
în R avem o lege de compoziţie internă și anume adunarea, 
(a, bjbjeR=R—a+beR; dar pe R considerat şi ca mulţime de 
bază şi ca mulţime de operatori, avem definită legea de compo- 
ziţie externă (a, bjeRX R—abeR, faţă de care sînt verificate 
toate axiomele cerute pentru spaţiul vectorial. Acest spaţiu vecto- 
rial poartă numele de dreaptă numerică. Rezultă imediat că di- 
mensiunea dreptei numerice este 1, fiecare număr real nenul pu- 
tînd fi luat ca bază. 


b) Să reluăm exemplul b) $2, pet. 2, adică spațiul arilmelic 
şi să considerăm următorii n vectori ai săi: - 


1) ./0 705, 
„0 | 1 să 0 
€ = i , eg = E o... ĉn = : b (2.5) 
0 0 | 1 


Vectorii e; sînt liniar independenți, orice alt vector x se poate 
exprima în mod unic ca o combinaţie liniară a lui e,: z=ziej, 
prin urmare, vectorii e, constituie o bază a spaţiului aritmetic 
dat, care admite deci n dimensiuni. Vom numi de acum înainte 
acest spaţiu: spațiul aritmelic n dimensional şi îl vom nota prin 
R”. Observăm că R” mai poate fi obținut şi ca produsul carte- 
zian a n drepte reale. 

Pentru distingerea vectorilor, elementele lui R vor fi numite 
scalari; o funcție f se va numi scalară sau vectorială, după cum 
ea ia valori în R sau în R”. 

c) Complexificarea spațiului vectorial real cu n dimensiuni. 
Cu referire la T? =T,„(R)+iT,„(R), are loc următoarea 


Propoziţie. Complexificarea unui spaţiu vectorial real cu n 
dimensiuni este un spaţiu vectorial: complex cu n dimensiuni. 

Pentru demonstrarea acestei propoziţii va fi suficient să 
arătăm că există o bază a lui T$. 


Fie aceasta (e -+ien). În adevăr, presupunînd că (0 +-ip?) 
(e,-+ie)=0 şi ţinînd seama de definițiile legilor de compoziție 
în Tẹ, rezultă œ+ß*=0, ah—fP=—=0 şi deci a”=ß*=0. Aceasta 
ne spune că vectorii ey-+ie, sînt liniar independenți. Fie acum un 
vector. arbitrar x-+iy, să arătăm că el: depinde liniar de vectorii 
mai sus consideraţi, adică este de forma: x+iy=zřep +p iy’ey= 
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= (2 iY”) (entien) =(X*— Yea ti(X*+ Yes. Din aceata re- 
laţie rezultă, prin identificarea coeficienţilor lui e, că > z (+ 


+), Y'= —z*") şi deci 


xtiy=| 5 Hy 2) (entien). 
Cu aceasta propoziția de mai sus este demonstrată. 


11. INTERPRETAREA BAZEI UNUI SPAŢIU VECTORIALT, 
Din consideraţiile de mai.sus rezultă că o bază este de fapt o apli- 
caţie bijectivă definită pe spaţiul aritmetic R” cu valori în spaţiul 
vectorial T,. Prin această aplicaţie, unui punct aritmetic z, dat 
printr-un șir ordonat de n numere reale, i se asociază vectorul 
xeT,, ale cărui componente în baza dată sînt chiar cele n numere 
care definesc punctul x. Vom nota această apitcapie; numită bază, 
prin 

R: xgeR”=xET,. 


Acestei aplicaţii bijective i se poate asocia inversa sa 
R.: zeT,—zeR?. 


În particular, avem ;8-1(e,)=e, 
Aplicația bijectivă $, definită aici, aia un i să z0 VOTA: li- 
niar“, adică verifică relațiile: 


S(z4+y)=S(2)+4(y) condiţia de aditivitate, 
R(AL)=AR(x) condiție numită de omogenitate. 


Orice două. spații vectoriale între care există o aplicație bi- 
jectivă, cu verificarea acestor două condiții, se numesc izomorfe 
Relaţia de izomorfism între spațiile vectoriale este o relație de 
echivalență; Rezultă că toate spațiile vectoriale reale cu aceeaşi 
dimensiune finită n sînt izomorfe între ele, ca fiind izomorfe cu 
R”. Reciproc, orice spațiu izomorf cu un spațiu de dimensiune n 
este de dimensiune n. 


12. SUBSPAŢII VECTORIALE ALE UNUI SPAȚIU VECTO- 
RIAL T,. Fie V un subspaţiu vectorial al lui Ta. Subspaţiul V 
este un spaţiu vectorial: în care orice sistem de vectori liniar 
independbţi este un sistem de vectori liniar “independenţi al 
lui T,. Rezultă că V admite un număr finit r<n de dimensiuni. 
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Fie (e, e... Er) =5(ea ) o bază a lui V, orice vector al lui V 
poate în mod unic să fie pus sub forma 


v= blet beat i H Een o (28) 


mai mult, oricare ar fi numerele: a, E, <.. E, vectorul (2.6) 
aparţine lui V. | | 

Invers, dacă (sı, Ep, ..., €) este un sistem de r vectori li- 
niar independenți ai lui 7,„, este clar, prin aceeași definiție că 
mulţimea tuturor vectorilor care se exprimă printr-o combinaţie 
liniară de ea, constituie un subspaţiu vectorial al lui T,; acest 
subspațiu este unic, are dimensiunea r şi: Îl- vom nota prin V,. 


Observaţie. Vectorul. veV, are în baza (ea) componentele 
Ea(&=1, ..., T), el fiind şi un vector al lui Tp, are în baza &(e;) 
compone ntele zii, . «+, N), Dacă ţinem seama că fiecare vector 
ca are, în baza &(e,), componentele di, atunci între. cele două 
serii de componenee ale sale avem relațiile 


=a, ta, (a=1,..., T; Ei. n), E :(2.7) 


13. SISTEME ECHIVALENTE DE VECTORI. Fie date două 
sisteme de vectori Vio Va ŞI W1 +... Wu ale spaţiului vecto- 
rial Ta. fa m 


Definiție.. Vom spune că aceste sisteme sînt echivalente 
dacă orice vector al unui sistem poate fi exprimat ca o combinaţie 
liniară a vectorilor celui de al doilea sistem şi reciproc. 


Vom exprima aceasta prin formulele 


h 
W= 5) AbVa (b=1,..., k), 


a=1 


= $ UWps (al, ss. h). 


b=1 


Propoziție. Două sisteme ; echivkidite de vectori generează 
acelaşi subspațiu al lui T,. Dacă vectorii celor două sisteme sînt 
liniar independenţi, atunci ei sînt în ambele sisteme în număr 
de p( <n). 

În adevăr, fie T’ subspațiul generat de {va} şi T” subspaţiul 
generat de {wp}, un vector arbitrar din T’ este, de forma 2%, 
el fiind de formă 220 p? wpaparține şi lui T* şi deci T'CT”, ana- 
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log T'CT' şi deci T'=T"=T,. De aici rezultă și numărul vecto- 
rilor, în cazul cînd ei sînt liniar independenți. 


14. SUBSPAŢII VECTORIALE SUPLIMENTARE. Să ne 
dăm un sistem de r<n vectori liniar independenți (e, E2, ..., Er) 
şi să căutăm să completăm acest sistem adăugindu-i (n—r) noi 
vectori (Nri <--> Nn) astfel ca sistemul vectorilor ca și m Să 
constituie o bază a lui T}. 


Există cu siguranţă în T, un vector astfel ca sistemul obţinut 
prin adăugarea acestuia la (sa) să fie liniar independent; în caz 
contrar, sistemul (ea) ar fi el însuși o bază a lui Ta, contrar ipo- 
tezei. Fie „a acest vector; sistemul (sa, n+1) fiind liniar indepen- 
dent de ordinul r+1, repetăm operaţia și obţinem sisteme de vec- 
tori liniar independenţi de ordine crescîndă şi nu vom termina 
operaţia pînă cînd nu vom obţine numărul n de vectori, egal cu 
dimensiunea lui 7,. Enunţăm astfel: 


Propoziția I. Fiind dat un sistem de vectori liniar indepen- 
denţi, de ordinul r, se poate întotdeauna completa acest sistem 
prin ((n—r) noi vectori, în aşa fel încît să obținem o bază a lui T,. 


Fie V, un subspaţiu vectorial cu r<n dimensiuni, al lui T, 
și (€... > em)obazăalui V,. În virtutea propoziției precedente, 
se pot găsi (într-o infinitate de moduri) (n —r) vectori (hr+i» - - - > fn) 
astfel ca £a şi %a să definească o bază a lui T,. Să notăm prin 
U„-+- subspaţiul vectorial generat prin (na). Cele două subspaţii 
V, şi Um-„ nu au, evident, alt vector comun decît vectorul nul. 
Pe de altă parte, orice vector x al lui T,, care se scrie sub forma 


r n l 
X= Pui Ea + y b Aa» 


a=r+i 


poate fi descompus într-o sumă x=y+z a unui vector y din V, şi 
a unui vector z din U,_,. Această descompunere fiind dealtfel 
unică, după observaţia precedentă. În astfel de cazuri se spune 
că cele două subspaţii vectoriale V, şi U,_, sînt suplimentare unul 
altuia, iar spaţiul 7, se numeşte suma directă a lui V, şi Upp. 
Putem enunţa îs 


Propoziția II. Orice subspaţiu vectorial V, al T, admite sub- 
spaţii suplimentare. Relaţia dintre V, şi Up, este evident reciprocă. 
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Propoziția III. Dimensiunea suplimentarului unui subspaţiu 
este egală cu codimensiunea acestuia. 


Pentru demonstraţie să presupunem aleasă baza: (Ea, m 

Vectorii e, fiind toți în-V,, fiecare din ei reprezintă clasa 0 din 

T„/V,. Fiecare din vectorii n. reprezintă clase A, diferite. În adevăr, 
presupunînă CĂ Na şi Mo reprezintă aceeaşi clasă, rezultă că nb— ha€ 


eV,, deci A= Nat Ş £“ €a contrar ipotezei, CĂ (Ea » Na) este o bază. 
a=1 
Clasele A,, date prin na ca reprezentanți, sînt liniar indepen- 
dente în T,/V,. Presupunînd contrariul, rezultă că A 
W*A,=0eT,/V,, deci yya =r" Ea» 
contrar ipotezei că (£a, 14) este o bază. 


Orice altă clasă A este o combinație liniară a acestora. În 
adevăr, fie clasa dată de v} =% £a +92 a. În locul acestui repre- 
zentant vom lua vectorul V =y Na evident echivalent cu a vi(Vı— 
—veV,). Clasa lui v poate fi scrisă sub forma: 


A =y" Nat V, 


Constituind pe de altă parte -clasa Ye A,= Pat V)= Y hat V, 
deducem că ultimele două clase sînt egale. și deci avem: 


AP Aa 


Rezultă deci că codimensiunea lui V, este n—r (egală cu 
numărul vectorilor v) şi deci egală cu dimensiunea suplimenta- 
rului. Rezultatul obţinut este independent de alegerea baze 
(Ea; Wa), făcută la început. 


Clasele A=—x+4+V,, elemente ale lui 7,/V,, Po stă numele 
de varietăţi liniare ale lui T, paralele cu subspaţiul V,. 


Observaţie, Varietatea liniară A=—x+V, se obţine din V, 
prin translaţia la stînga a acestuia, determinată de vectorul x: 


A=T,(V)=x+V,. 


Propoziția IV. Intersecţia a două subspaţii vectoriale ale 
lui T, este tot un subspaţiu vectorial al său... sa 
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În adevăr, fie T, şi Tg două subspaţii ale lui: Tm.. Notăm 
cu T'=T,{\T, Fie v, şi VaeT' vu vaeT, Şi Vu VaeTa: Cum 
To Şi Ta :sînt subspaţii, , avem. că Va+va şi wi cu XEK, aparţin 
atit lui T, cît ṣi lui Te, deci lui T” c.e.t.d. 

Definiție. Vom numi sumă sau ambiant al subspaţiilor Ta 
„Şi Ta ale lui Tp, mulţimea vectorilor lui T, de forma a+b, unde 
acT, şi beT, 

Propoziția V. Suma S a două subspaţii Ty şi T, ale lui T,, 


este un subspaţiu al lui 7,. 

În adevăr, fie a+-b,, şi a24+-ba doi vectori din suma directă 
S; (a14+-b.)4+-(a24+-b2)=(a1+-a2)+-(b+ ba) şi A(ay+bı)=ħa1 +b; 
sînt evident vectori din S, deci S este un subspațiu. Vom nota 
suma prin 7,07e. 

Propoziția VI. Între dimensiunile p şi q ale şubspaţiilor T, 
şi T, și între dimensiunile intersecţiei şi a sumei există relația 


p+q=r-+s, 
unde r=dim (T:N TA), s=dim T Tp 

În adevăr, T QT, este un subspațiu atît al lui T, cît şi al 
lui Tg; fie r dimensiunea sa și (e1, .. ., €) o bază a sa. Vom com- 
pleta această bază, conform propoziției I, pînă la o bază a lui 
Tp: (Ep... Er Er...» Ép) ṣi respectiv pînă la o bază a lui 
Ta: (Er ..-> Er Nrt -e.> Nae Evident, suma. T+T, admite 
baza (ex, ; ees Ern Čr e» <> Ep: irtis +--> Na) Cu ajutorul căreia 
se demonstrează propoziția. 

15. SCHIMBĂRI DE BAZE. Fie spațiul liniar Ta=(T, R) 
şi două baze oarecare ale sale R(e)=(e1,..., €n) şi R(e')= 
=(ev, ..., €v). Conform condiției b) de la pct. 8 8 al acestuiş, 
avem respectiv relaţiile: | a i 

e; =q; e, şi e,=aj er, - (2.8) 


înlocuind în una din ele expresiile date de cea de a doua și ţin înd 
seama de condiţia à), de la același punct, găsim că - 


É a= ăi şi avaf e, cu jef yin etc. da sita (2.9) 


În cele două baze, un vector arbitrar v se va scrie sub formele 
v=zie, sau vai e. (2.10) 
* Funcţiile H poartă numele de- danda lui Kronecker. 
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Înlocuind în una din aceste relații expresiile vectorilor bazei, 
date de (2. 8), găsina după identificare, 


Ss tab , sau ai =A z. (2.11) 

Relațiile (2.11) ne dau legile de citit bate a componentelor 
unui vector atunci cînd se dă o schimbare de baze. 

Observaţie. Fiind date două baze $ și R’, ele definesc schim- 
barea de baze $—s3/'. O astiel de schimbare duce orice altă bază 
Rı(c;) într-o bază Ry (er =ake;), prin urmare, o schimbare de 
baze mai poate fi interpretată şi ca o transformare a mulțimii 
bazelor lui T„(R), întrucît, după cum vom vedea la punctul 
următor, proprietăţile 3) şi 2), aplicaţia stabilită este biunivocă. 


16. GRUPUL SCHIMBARILOR DE BAZE. În mulțimea 
schimbărilor de baze se poate definio lege de compoziție internă 
în felul următor: Prin definiție produsul a două schimbări de baze 
este schimbarea. de baze obținută prin, efectuarea succesivă a 
schimbărilor de baze: e; are, şi ep = diver ; ; produsul lor este, 
coniorm definiție e =a; e; =ar a e, =ai» e, unde am notat 
ai = ai» ai. PE 

Au loc următoarele proprietăţi: 

1) Produsul schimbărilor de baze este evident asociativ. 


„_2) Schimbarea de baze, care lasă o bază pe loc, lasă toate 
bazele pe loc, ea joacă rol de schimbare de baze de efect nul leja 
de produs. Aceasta este dată:de condiţiile 


ai = ý, şi deci ep =e,. 


3). Inversa , schimbării „de baze, er Ta este | “schimbarea 
de baze e=aj ej, căci e=—ai er =d al aje;= 3ie,= = 

' Legea de compoziţie, definită mai sus, cu cite oaie 
formează grup numit grupul schimbărilor de baze. Acest grup îl 
vom nota cu GL(n, R)=(a= (aj), a'=(a)). | 

Drept consecinţă a existenței grupului GLin, R) deducem 
că unui vector arbitrar vi se asociază grupul schimbărilor de com- 
ponente, câre este acțiunea grupului GL(n, R) asupra sistemelor 
sale de componente.: 


17. INTERPRETAREA GRUPULUI SCHIMBĂRILOR DE 
BAZE GL(n, R) CA GRUP DE TRANSFORMĂRI LINIARE ALE 
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SPAȚIULUI T„(R). Fie dată o bază &(e;,), orice vector v se scrie, 
în această bază, sub forma v=zie,. Vom defini cu ajutorul bazei 
date &, o aplicaţie x prin care fiecărei schimbări de baze a= 
=(a:) să îi asociem transformarea liniară a lui Ta(R) prin care 
vectorului v(z*) i se asociază vectorul v'(x'*): 


a=(ai 27, : v(x) =v’ (x), 


"i det 


cu g LL ai ai şi i=i'. Are loc următoarea - 


Propoziţie. Prin aplicaţia ze grupul GL(n, R) se realizează 
ca grup de transformări liniare ale spaţiului T, în el însuşi. 

În adevăr, za aplică GL(n, R) în + (grupul tuturor trans- 
formărilor lui 7,), cu verificarea proprietăţilor. 

a) ra(b0)=Toa=To: Ta= ra(b): Ta(0),* 

b) azb=rp(0) + tr(b). 

Pe de altă parte însă, imaginea homomorfă.a lui GL(n, R), 
în r este un subgrup al acestuia, pe care îl notăm prin {T4}. 

Aplicația a: GL(n, R)—={T,} este un’ izomorfism şi deci 
propoziția este demonstrată. 

În consecință, grupul GL(n, R) al schimbărilor de baze este 
izomorf cu grupul {Tą} de transformări liniare ale lui T,, din 
care cauză ele se identifică. Pe viitor vom nota şi grupul {Ta} 
tot cu GL(n, R). Din punct de vedere geometric, vom obţine 
aceleaşi rezultate, indiferent dacă facem o schimbare de repere 
sau o transformare liniară a lui T„, și anume transformarea aso- 
ciată prin Ta schimbării respective de repere. 


18. PARAMETRI DIRECTORI AI UNEI DIRECȚII DINTR- 
UN SPAȚIU VECTORIAL 7,. Să considerăm un spaţiu vectorial 
n-dimensional T,, raportat la o bază oarecare sî(e,). Vom numi 
sistem de parametri directori ai unei direcţii d, în baza &(e;) com- 
ponentele în această bază ale unui vector oarecare din clasa d, 
care defineşte direcția respectivă. 

Observaţii: a) Parametri directori ai unui. sistem nu pot fi 
toţi nuli (conform definiţiei unei direcţii). 

b) O direcție are o infinitate de sisteme de parametri direc- 
tori, (dacă corpul K este infinit, de caracteristică nulă). Orice 
două sisteme sînt proporționale între ele (în virtutea definiţiei 
direcției d=(v]v=iv)). 


* Vom demonstra mai tirziu ($5, pct. 11) că Toa=Ta*Ta DA 
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c) Unui sistem de parametri directori îi corespunde o direc- 
ţie şi anume direcţia (clasa d) care are ca element vectorul ale 
cărui componente, în baza &(e;) sînt parametri directori daţi. 

d) Se numeşte sistem de parametri directori ai unui vector 
oarecare V, în baza &(e,), orice sistem de parametri directori ai 
direcţiei din care face el. parte. Doi vectori paraleli au aceleași 
sisteme de parametri directori. 

e) Orice vector care aparţine unei direcţii d se numește vector 
de direcţie d. 


19. ALGEBRE, DEFINIȚIE. Fie o mulţime nevidă A şi un 
inel comutativ cu unitate’ I. Mulțimea A se numeşte algebră peste 
I dacă sînt îndeplinite condiţiile: 

A. A este inel, 

Az A este modul peste I, 

As. Vael, xz, yeA=l:z=z; a(xy)=(«x)y=x(«y). 

Definiţia de mai sus ne permite să dăm şi următoarea refor- 
mulare echivalentă a sa, mai explicită. 

| Mulțimea nevidă A formează o algebră peste inelul comuta- 
tiv cu unitate I, dacă ea este înzestrată cu trei operaţii cu pro- 
prietăţile: 

A. O operaţie internă, numită adunare, faţă de care A for- 
mează grup abelian, | 

Aż. O operaţie internă, numită înmulţire, care împreună 
cu prima organizează pe A ca inel, 

A.0 operaţie externă, numită înmulţire cu scalari, care 
împreună cu prima organizează pe A ca modul. | 

A4. Ultimele două operaţii sînt legate între ele prin condi- 
ţiile As. 

Vom numi subalgebră, o mulţime nevidă A,CA, care este 
„închisă“ faţă de operaţiile din A, adică dacă 


Vacl, Yx, yEA=x+yEAz, IYEA,, «red. 


Dacă inelul comutativ este un corp comutativ K, atunci 
modulul este un spațiu vectorial, iar A se numește algebră peste 
corpul K. 

„Să presupunem că. spaţiul sedona A este de dimensiune 
finită n (cele ce urmează pot fi uşor generalizate prin renunţarea 
. la această condiție restrictivă). 
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-Dacă în spaţiul A notăm cu (e;) o bază a sa, atunci cum 
orice: element din A se exprimă sub forma z=zie,, putem serie 
pentru produsele elementelor din bază 


e;' e; = Chjen. an (2.12) 


Prin urmare, fiind dată o algebră peste un „corp K (care 
este şi un spaţiu vectorial cu n dimensiuni), acestuia i se asociază 
n? scalari C$, numiţi „constante de structură“ ale algebrei A. 

Aceste constante nu sînt toate independente. 

În adevăr, deoarece în algebra A înmulțirea este asociativă, 
în particular (e; e;)* ep =e,- (e: €n), rezultă că i C Cine, = Cr Ce, : de 
unde rezultă: 


CC = Ci Ci. i (2.13) 


Se spune că relațiile (2.12) constituie tabela de înmulțire a 
algebrei, iar ecuațiile (2.13) se numesc ecuații de structură ale lui A. 

Reciproc, fiind dat un spațiu vectorial (de dimensiune finită 
n) şi n? elemente C; ale lui K supuse condiţiilor (2.13), cunoaş- 
terea acestora determină complet îmnulțirea în A, înmulţire 
cu care A devine o algebră. În adevăr, punind e; e= Che, și 
dacă Vz=ate, y=ylepy atunci x y=x'yiCihe, Sînt verificate 
toate celelalte condiţii. 

O algebră pentru care ese;=——e;e, şi e(€;jer) teere) + 
-ke,(e;e4) =0 poartă numele de algebră Lie. Să se deducă din 
condiţiile de mai sus, relaţiile corespunzătoare între constantele 
de: structură. 


PROBLEME ȘI EXERCIŢII 


1. Fie M=(zlzeR şi x>0}. Să se arate că faţă de înmul- 
țirea din R ca operaţie de grup şi înmulțirea cu scalari din R, 
definită prin a'z=a*, («eR şi zeM), M formează un spaţiu 


vectorial; v2. şi v3 sînt . „doi vectorii. liniar dependenţi . în -acest 
spaţiu. - | 


R: Se verifică axiomele: a'Vâ—B:4/3=0=a InVă= =B ny3. 
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2. Fie R, dreapta reală, zoeRy. Să se arate că R, formează 
spaţiu. vectorial peste R, notat a =(Rı, R), faţă de operaţiile 
O și ` » definite prin 


1®y=r+y— 20, (z, yeR,), 
a-a=ar-+-(1 —a)ro, («eR, zeR.). 


În acest fel pot fi definite oricîte structuri de spaţiu vecto- 
rial peste aceeaşi mulțime, față de acelaşi corp. 

„R: Se verifică axiomele: vectorul nul este o, opusul: lui x 
este. —x4+20, ceea ce arată că totro> Va, £V o, 

Observaţie. Definiţia de mai sus poate îi generalizată la un 
spaţiu vectorial peste un corp K oarecare. 


8, Fie K un corp, E=fzalaen 0 mulţime numărabilă oare- 
care; o expresie de forma }; Ea za, Ea €K, se numește combinaţie 
iu ueN | Zi 


liniară formală. Să se arate că definind operaţiile 9, £e [Za + 
= aeN 
+ Etta =) (E2 + Era A E za)=) (AEe)ra, mulțimea 
aeN aeN aeN aeN 
combinațiilor liniare formale constituie un spaţiu vectorial peste K. 
R: Se verifică axiomele, 


4. Fie G un grup abelian (notat aditiv), K un corp oarecare. 
Să se spună dacă G formează un spaţiu vectorial față de Tomuk 
țirea cu scalari definită astfel: 

a) «t=T, (aeK, zeG), 

b) az=0, (aeK, ze). 

R: a) Dacă G nu este grupul nul sînt verificate toate axio- 
“mele, afară de (Ts): (a+)z= art pasa a, BEK, zeG, care conduce 
la t=. 

b) Dacă G nu este grupul nul, nu satisface axioma (T,): 

l-z=z. i 

Consecințe. Din a) rezultă că axioma (T5) nu este o conse- 
cinţă; a celorlalte. Ea este independentă de celelalte întrucît există 
un model în care toate celelalte sînt verificate, cu excepţia lui (Ts). 

Din b) rezultă că axioma (T4) este independentă. 


5. Dacă T7,„(R) este un spaţiu vectorial real de dimensiune 
n, atunci complexificarea sa T° este un Spațiu a vectorial complex 
T„(C), de dimensiune complexă n. 
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R: e,ie, este o bază a lui T°. Fie vectorul x+iy=aie+ 
+iyte, =(a'+ib)(e,+ie)=(a'—bbe,+i(a'4- be, rezultă că a'— 
—bizat, at+bi=yt şi deci at= (zty), => (yi—z). Notînd 


cuc'=a' tibi => @+y) Hiya), avem că x-++iy=c*(e,+ie;). 


6. Un spaţiu de dimensiune reală 2n se poate identifica 
cu un spaţiu de dimensiune complexă n. 
R: Demonstrarea acestei afirmaţii revine la a arăta că R?” 
se identifică cu C” (spaţiul vectorial al sistemelor ordonate de n 
numere complexe). Această verificare poate fi realizată, de exem- 
plu, prin: 
(xl, £, ză, a, , 2201, rmat ir, irt, 201 q-ig2n) 
sau prin | 
(i, 22, ..., £”; yl, 2, y=(aligl, Hig’, o o o e Hiy”) ete. 
7. Fie spaţiul Ta cu baza &(e,)(i=1, 2, 3). Să ne dăm o nouă 
bază &'(ex), (U =1', 2', 3'). Ştiind că legătura dintre ele este dată 
prin formulele: 
eı =€; +2e2+e3 
ez =e1-+ 7e24-4eg 
e3 =¢1+ez+ êg. 


Se cere: a) Să se calculeze formulele de trecere de la baza s'(ey) 
la baza &(e;). 

b) Fie dat, în baza ṣ(e;), vectorul v prin componentele 
(3, 2, 1). Să se scrie componentele acestui vector în baza &'(er), 
ştiind că cele două baze sînt legate prin formulele de mai sus. 


8. Să se arate că mulțimea matricilor pătratice de ordinul 3 
formează un spațiu vectorial peste corpul numerelor reale R. 
Care este dimensiunea acestui spațiu? 


9. Se consideră corpul numerelor reale drept corp de scalari. 
Să se construiască algebra C, peste R, unde C este un spațiu 
vectorial cu două dimensiuni (izomorf cu R?) și avînd baza for- 
mată din elementele (1, i).. Tabela de înmulțire este 
|1 i 
1|1 i 
i ji —1 
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Algebra C astfel formată este la rîndul său un corp, numit corpul 
` complex, iar elementele ei se numesc numere complexe şi se repre- 
zintă sub forma: 


z-1+y-i, x, YER. 


10. Să se construiască algebra E peste R, a cărei bază 
este formată din următoarele patru elemente: 1,i,j,k şi este 
dotată cu tabela de înmulțire: 


11 i j k 

iji —l k —j 

jj —k —1 i 

k| k j —i —i 
Algebra E formează corp, numit corpul cuaternionilor, ele- 
mentele sale se numesc cuaternioni şi se reprezintă sub forma: 


zl ja? a8j-+ak. 


§ 3. SPAŢII VECTORIALE. DUALE 


1. APLICAȚII LINIARE. Se numește aplicaţie liniară (sau 
homomorfism liniar) f: A— B, a spaţiului vectorial A în spaţiul 
vectorial B, o aplicaţie f a lui A în B care mai are următoarele 
proprietăţi: 

a) Va,b e4=f(a+b)=f(a)+f(b)eB (f este aditivă), 

b) VaeA, vVieK=f(a)=1f(a)eB (f este omogenă). 

Condiţia necesară şi suficientă ca f. să fie o aplicaţie liniară 
este ca 


VA, peK, Va, be4=fQa-+ ub)=Af(a)+ uf(b). 


Observaţie. Cele două spaţii vectoriale au fost presupuse 
construite peste același corp K. 

Mulțimea {f} a aplicaţiilor liniare poate fi organizată ca 
spaţiu vectorial peste corpul K notat cu Lg(A, B) (vezi probl. 1). 
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f(A) se numește imaginea aplicaţiei f și se notează cu aas 
-Im(f) este un subspațiu vectorial al lui B. 
Se numeşte nucleu al aplicației f şi se notează Ker(f), partea 
lui A definită prin 


Ker(f)= (x eA| f(x) =veB), 


Ker(f) este un subspaţiu al lui A. 


Propoziţie. Pentru ca o aplicaţie liniară f de la A în B să fie 
injectivă, este necesar şi suficient ca Ker(f)={0}. 

Fie A și B două spaţii vectoriale de dimensiune finită de- 
finite peste acelaşi corp K. Pentru orice aplicaţie liniară f: A— B 
avem: 


dim Ker(f)4+dim Im(f)=dim A. 


Fie A, B,C trei spaţii vectoriale peste același corp K, 
feLu(A, B), gëLg(B, C). Atunci gofeLa(A, C). Dacă f'eLu(A, B) 
avem în plus distributivitatea la stînga 


go(f+f')>gof+gof'. 
Dacă g'eL„(B, C), avem distributivitatea la dreapta: 


(9+9")of=gof+9'of. 


Dacă A=B, aplicaţiile liniare feLg(A, A)=Ly(4)=L(A4) se 
numesc endomorfisme liniare. În raport cu adunarea și înmulţi- 
rea mai sus definite, L(A) admite o structură de inel cu element 
unitate e (identitatea lui A). 

Un element feL(A) se numeşte inversabil, dacă există un 
geL(A) astfel ca gof=fog =e. 

Din flg(x)]=x, VxeA, rezultă că f este surjecție, deoarece 
pentru orice x, există y=g(x) astfel ca f(y)=x. Din g[f(x)]=x 
rezultă că f. este injecție, deoarece f(x)=f(x)=>g[f(x)]=glf(x")] 
şi deci x=xX'. Prin urmare, f este o bijecţie şi deci un automorfism; 
această condiţie necesară este și suficientă pentru ca f să fie in- 
versabil în Lg(A). 

În orice inel, elementele inversabile constituie un grup în 
raport cu a doua lege de compoziţie. Automorfismele lui Lr(A) 
constituie un grup în raport cu produsul aplicaţiilor, necomu- 
tativ, numit grup liniar şi notat GL(A). Dacă A este un spațiu 
vectorial de dimensiune finită, obținem GL(n, K). 
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2. VECTORI PROPRII, VALORI PROPRII. Fie feLa (A) un 
endomoriism al unui spaţiu vectorial A. Vom spune că xeA este 
un vector propriu al lui f, dacă x 40.și există un scalar AeK astfel 
ca f(x)=Ax. Acest scalar este unic, deoarece xz20 şi Ax=Ax= 
==). El se numește valoare proprie sigilii dă vecto- 
rului propriu. 

Se numeşte valoare proprie a unui andomorfism feLa(4), 
orice scalar AeK care are următoarea proprietate: există. un vector 
nenul x al lui A astfel ca f(x)=—Ax. Acest vector x se numește 
vector propriu corespunzător valorii proprii A. El nu este unic, 
căci pentru orice scalar ueK*=K—(0) vectorul ux are aceeaşi 
proprietate ca şi x. 

Fie e identitatea lui A. Dacă A este o valoare proprie a lui 
f şi x un vector propriu corespunzător, atunci aplicaţia f—he eLu(A) 


verifică: 
(20009) =0. | 


Prin urmare, xeKer(f—ħe), şi cum x #0,. acest nucleu nu se 
reduce la {0}; prin urmare, f—ħe nu este injectivă. 

Reciproc, dacă există un scalar à astfel ca f—ħe să nu fie 
injectivă, nucleul acestei aplicaţii este distinct de {0}; există 
atunci cel puţin un x #0, astfel ca (f—1e)(x)=—0, de unde f(x)= 
==1X. Prin urmare x este un vector propriu şi A o valoare proprie 
asociată. 

Teoremă. Peniru ca scalarul A să fie valoare proprie a endomor- 
'fismului f este necesar şi suficient ca Ker(f—e) + {0}. 

Ker(f—)e) este deci mulţimea x-ilor lui A, astfel ca f(x)=Ax. 
Restricţia lui f la Ker(f—)e) este omotetia de raport à. 

„Ker(f—he) se numește SH bspațiul propmu corespunzător va- 
lorii proprii À. 


3. FORME LINIARE. Definiție. Se numeşte formă liniară (cu 
valori reale) şi se notează cu w, o aplicație a lui T ,=(T, R) în 
R, care mai satisface următoarele condiţii: 


a) Vw vzeT=o(v +V) =0v + o(va)ER, 
b) VveT şi vVielR=o(v)=o(v)eR, 

adică o aplicaţie liniară definită pe T, şi cu valori în R. 
Acestea fiind spuse, vom putea acum defini 


4. SPAȚIUL LINIAR: DUAL AL UNUI SPAŢIU LINIAR DAT. 
Prin definiţie, vom numi spațiu liniar dual al spaţiului liniar T, 
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şi îl vom nota cu 7,, perechea (T*, R), unde T* este mulțimea 
tuturor aplicaţiilor liniare w : T ,— R 


T*=folo: TÎ,—R, cu a) şi b)}. (3.1) 


Să arătăm acum că mulțimea acestor aplicaţii poate fi dotată 
cu structură de spaţiu vectorial peste R; vom da deci pentru 
aceasta: 

1) Definiția operaţiei de adunare: fie date două aplicaţii 
0 Și 2, atunci prin definiţie suma lor este aplicaţia prin care 
vectorului veT, i se asociază numărul real w(v)-+owa2(v). 

o= +o: veT,— olv) ŽE o,(v)-koz(v)eR. (3.2) 

Să arătăm acum că această nouă aplicație este liniară; avem: 


a) (orto (Vi HY) EL oV Hva) + oa(Vi +Y) = 0V1) + 
+alv) + o2(v1)+ (v2) =(w1 + 02)(V1)+ (%1 + o2)(v2), 

b) (ort ov) E olv) oz(Av) =Acoa(v)Fiaz(v)= 
=A(w1 + @2)(V). 


2. Definiția operaţiei de înmulţire cu un sealar este dată de: 
co =o : veT,— ov) EL do(v)eR; (3.3) 
şi această aplicaţie este de asemenea liniară; în adevăr: 
a) (Aw)(V1 +v) =v +Y) =M ov) + o(v2)]= 
=o (V1) HA0 (Va) =A 0)(v1)+ A %)(V2), 
b) Qo)(py)=Mo(pv)]=M uo(v)]=A u)o(v)= pAw)(v); 
cu aceste definiții se verifică imediat axiomele spațiului vectorial. 
Spaţiul vectorial T; poartă în mod curent numele de co- 


spațiu, iar elementele sale poartă numele de coveclori. 

Teorema 1. O aplicaţie & este cunoscută dacă sint cunoscute 
valorile ei pe vectorii unei baze, adică o(ep)=x,eR; în adevăr, dacă 
vveT,, v=zie,, avem o(v)=co(zie,) =ztw(e) =zizy=zeR. 

Teorema 2. Spaţiul T} are dimensiunea n (există n coveclori- 
- aplicaţii liniare — independenţi. şi oricare alt covector este dependent 
de aceștia). | l . 

Demonstraţie. Fie aplicațiile et (i=1,2,...,n) definite prin 
condiţiile e'(e ) = ô}; au loc următoarele proprietăți: 

a) aplicațiile ef sînt liniar independente; în adevăr, să pre- 
supunem contrariul, că există deci numerele qi, ..., &„ ER, nu 
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toate nule, astfel ca a;et=0eT». Să aplicăm acest vector asupra 
lui e;eT,, avem (ae')(ej)=a,(ei(e))=a, 83 =a,—0 oricare ar fi j, 
ceea ce contrazice ipoteza; prin urmare, proprietatea este demon- 
strată. l 

b) Orice alt ċovector poate fi scris ca o combinație liniară 
a covectorilor ef. Pentru demonstrație să luăm o aplicație vw, 
ale cărei valori pe vectorii bazei (e,) sînt o(e,)=z,; să construim 
aplicaţia w=z;ef și să arătăm că o=co; pentru aceasta va fi 
necesar și suficient să observăm că valorile celor două aplicaţii 
pe vectorii bazei coincid. În adevăr, œ(e)=x;e (e) =z; 8i == 
=&(e;), deci cele două aplicaţii œ şi wa coincid, c.c.t.d. Prin ur- 
mare, covectorii el,...,e”, ai spaţiului T; constituie o bază, 
numită bază duală a bazei €,...,e, şi deci orice w=zee?. 

Numerele z* poartă numele de componente ale vectorului 
coniravariani v în baza s(e,), în timp ce numerele z, se numesc 
componentele vectorului covariani œ în baza &*(ef). Din proprie- 
tăţile de mai sus deducem că are loc formula o=cw(e,)ei. 


5. SCHIMBAREA BAZEI DUALE. Odată cu fiecare schim- 
bare de baze în 7,, dată prin formulele (2.8) și covectorii e! ai 
bazei duale se vor schimba în covectorii e”, astfel încît să aibe 
loc proprietăţile de definiţie e” (ep)= 8%; pe de altă parte însă 
e” =b. prin „urmare: rezultă că âi,=et (ep)=biet (aj, e)= 
=b; a, d; =b} a; comparind acest rezultat cu (2.9) deducem că 
li =ai*, de aici rezultă că pentru vectorii bazei duale avem for- 
mulele de schimbare l 

e” =ai ei, | | (3.4) 


analoage formulelor (2.11) de schimbare ale componentelor unui 
vector la schimbarea bazei iniţiale. Pe de altă parte, presupunînd 
schimbarea inversă ei=c;, ei'=ci, ai ei = di ei avem, prin identi- 
ficare, ci,=ai,, de unde: 


o ema e. (3.5) 


Presupunînd acum un covector « dat în cele două baze, 
respectiv prin una din expresiile 


o=zei, o=zei, 


* Existenţa şi unicitatea acestor coeficienţi este asigurată de (2.8). 
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şi folosind (3, 4), respectiv (3.5) găsim: | 
T=? ty şi Ly = 0, ti. (3.6) 


Acestea sînt formulele de transformare ale componentelor 
unui vector covariant la o schimbare de baze: ele sînt analoage 
formulele (2.8) de schimbare a bazei inițiale. 


6. IZOMORFISMUL LUI 7, şi T's Oricărei forme liniare 


putem face să îi i corespundă un vector din T, şi anume, vectorul 
ale cărui componente zi! să fie numerele z,=cw(e;) numite coefi- 
cienţii formei o. Invers, fiind date n numere zf, componentele 
unui vector, ele determină unic o formă œw de componente t= 
şi corespondența bijectivă astfel stabilită între T, şi dualul său 
T, este liniară; ea este deci un izomorfism (vezi probl. 8). 


"Observaţie. Printr-o schimbare de baze de forma ey = ai, e, 


în Ta coeficienții z,=cw(e,) suferă aceleași schimbări ca şi vectorii 
e; în timp ce componentele zf ale unui vector v din T, se supun 
schimbărilor inverse, ca şi vectorii bazei duale; rezultă că izomor- 
fismul fixat de noi nu este invariant printr-o schimbare de baze, 
din această cauză nu putem identifica spaţiul T, cu dualul său 
T;, decît dacă ne vom mărgini la considerarea schimbărilor de 
baze definite prin condiţii de forma ai, =ai (numite condiţii de 
ortogonalitate). Această observaţie stă la baza geometriei eucli- 
diene, care va fi dezvoltată mai tirziu. 

În cazul general vom distinge două îeluri de vectori: vectorii 
v ai spaţiului 7,, pe care i-am numit contravarianți; vectorii w 
ai spaţiului dual Tf, care au fost numiţi covarianţi; pentru a 


respecta convențiile de indici, vom conveni să punem la bază 
indicii relativi la componentele unui vector covariant, respectiv 
sus cei relativi la componentele unui vector contravariant. 


7. SPAŢIUL BIDUAL. O formă liniară X: weT? eye 


=reR este definită prin darea a n coeficienți zi=X(ei). Fiecărui 
vector v îi vom asocia, biunivoc, o formă liniară XeT,'. Forma 
X, asociată lui v, o vom defini prin formula 


det 
v=ă: o—X(u) == w(v)e R. 
Printr-o schimbare de baze în T, :e,—ey =ai,e,, se induce o 


ră . o. e . . e. A 
schimbare de baze în T$ :ei—e”=ař ei. Coeficienții zi se vor 
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schimba prin aceleași formule ca şi componentele z‘ ale unui deși 
contravariant. În adevăr, 2 =X(ei)=X(ai ei) =ai X(ei)= ai 
Putem, deci, identifica dualul T}? al lui Tọ (numit bidualul lui 
Ta) cu Ta punînd Za, respectiv 2 =x". Izomorfismul astfel 
stabilit este invariant la schimbarea de baze. Baza (e,) apare 
astfel ca duala bazei (ef). Această observaţie ne dă, de altfel, o 
primă interpretare a .vectorilor ca aplicaţii, definite pe Ty şi cu 
valori reale, | | 
Avem următoarea diagramă: 


A y 
zi — > x( =x") — r =z; =$) 
l 
' z e e Z TA 
| L=aj T p > Ty =—ai,r, Za 3 Z= zi =i, 


8. INTERPRETAREA VECTORILOR SPAŢIULUI T, CA 
APLICAŢII. Vom da acum și vectorilor unui spațiu T, o inter- 
pretare, alta decît cea de la pct. 6, analoagă cu cea a covectorilor, 
prin care să apară o mai mare simetrie între T, şi Ta’ simetrie 
care de fapt există. Am văzut prin definiția covectorilor că aceştia 
sînt aplicaţii liniare ale lui T, în R, & :T,>R. 

Să considerăm acum un spaţiu vectorial T, ai cărui vectori 
v sînt elemente arbitrare. Vom interpreta acum vectorii v ca 
aplicaţii definite pe R cu valori în T,; adică îi vom identifica 
cu aplicaţiile v,„ definite prin: l 

VveT,> Ivy: R> Ta, Vi :seR—sveT,. (3.7) 


Să observăm că aceste. aplicații sînt liniare. În adevăr 

a) Va(S1 + S2) =(S1 +82)V =S1V +82V =V (S1) + V (S2) 

b) v=(As)=(As)v =A(SvV)=AV (S) 

Propoziție. Aplicațiile (e;) (identificate cu vectorii e) con- 
stituie o bază. 

În adevăr, a) aplicațiile (e,)4 sînt liniar independente. Pre- 
supunem contrariul; fie àf, nu toți nuli, cu proprietatea că à‘(e;)x = 
=0:s—o, oricare ar fi s, [A (e; )x] (9) =s[à te ]=0=>st=0, =1=0. 

b) Orice altă aplicație este liniar dependentă de acestea. 
Fie v=ì'e; şi Va :s—sV, avem Va :s—sv=sat(e,), dar, şi (a e)a = 
=q (e)s : s=sate, (căci (e), :s—se,), prin urmare, Vą=4 {eizo 
ceea ce demonstrează proprietatea propusă. 

Să arătăm acum că această proprietate este invariantă la o 


schimbare de baze. Fie deci e;>er =đy e," avem imediat V= 
A i iba i xk 
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=q" (e1) si, vesa! (e; )+, dar af '=aj ai și (ev Ja = (ae Jx =at (e) 
deci v, =a; ataj(e 9 =a (€i)4 =V. 

Pe baza acestor proprietăţi vom putea ca pe viitor să identi- 
ficăm vectorii v cu aplicaţiile v,, fapt prin care am dat o nouă 
interpretare vectorilor v, ai unui spaţiu T,. 

De altfel această identificare rezultă și direct prin următoa- 
ia consideraţii: Am stabilit aplicaţia p:v—v, cu proprietă- 
ile: 

i a) Aplicația ọ este liniară; în adevăr 
Q : (Va-FV2)= (Va Va)y : S—S(V1 4V2) =SV1 HSV 2=V14(S)+ V 24(9), 

P : AV— (AV) : S—Ss(Av)=(SA)y =(As)v =A(sv)=AV (S), 
proprietăți valabile în general, căci corpul K, peste care s-a 
construit spaţiul 7,, este comutativ. 

b) Aplicația q este o bijecţie. Fie T„=(v! şi (v„!=spaţiul 
aplicaţiilor liniare definite pe R și cu valori în Tp. (p:v—v*). 
Presupuniînd că v,£vz şi qe(V1)=op(Va), avem: Vig : S—Vıg(s)= 
=S(V1), Veg :S—Vaz(5)=s(V2) din svi =SVə=V;=Və contrar ipo- 
tezei, deci ọ este injectivă. Fie Vve: RT, 0 aplicație oarecare; 
ea este cunoscută dacă se cunoaşte valoarea ei pe baza lui R; 
să luăm numărul real 1 ca bază și să punem v„(1)Ev, aplicațiile 
V Şi Vą sînt identice (ca avînd aceeaşi valoare pe bază), deci 
aplicația este surjectivă, și prin urmare bijectivă. 

Prin urmare, aplicaţia ọ realizează un izomorfism liniar 


între {v} şi {vV}; prin acest izomorfism cele două mulțimi se iden- 
tifică şi deci vectorii lui T,. pot fi interpretați ca aplicaţii. 


9. CHEI MATRICIALE. Să considerăm gpa aritmetic n 
dimensional R”={zx}, unde 


T= E (3.8) 
y” 


este un element al spațiului R”, (xte R) şi să definim următoarele 
aplicații: 


1) n aplicații E: R”—>R, (j=1,2,...,n), prin 
1: veR”— ai =e (2)eR, | 
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2) n aplicaţii e}: R=- R”, (j=1,2,..., n), prin 
0 


e; :seRoz=| s eR”, (s este plasat pe locul j). 


0 
După cum rezultă din aceste definiţii, ca şi din considerațiile 
punctului precedent, aplicațiile e, şi e? nu sînt altceva decît tocmai 
elementele unei baze, respectiv cele ale bazei duale, pentru spa- 
țiul R”, date la pct. 10, $ 2. Aceste aplicații particulare mai 
poartă numele de chei matriciale. Din definițiile lor rezultă că 


el ej 
R” — R— R”, 


sau 
0 
zl A 
$ el e, 
== ui: 
x” 3 
0 
deci (în formula ce urmează, nu se sumează prin raport cu j: 
0 
al . 
e; ei = “d — zi , 
x” : 
0 


de unde notînd cu 1 pn aplicația identică pe R”, avem 


? n 
lRa= X erd: zz. (3.9) 
n j=1 
Pe de altă; parte 
e, ei 
R— R—R, 
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sau 


0 0 0 0 
i e Za ES ; . 
s— e(9=| s |E] 1 A e's| 1 |=se| 1 |=s3j, 
0 0 0 0 
deci | | | 
e-e, : s>s 8} 2L 3i(s). ` (3.10) 


Aici am folosit relația (3.7) pentru cazul ' particular cînd n=1 


10. COLOANE ȘI LINII. Vom numi coloane de ordinul n 
aplicaţiile liniare cu valori în R”, A fiind o coloană (definită 
într-un spaţiu vectorial T): 


A:T- RR, 
; A ig” 
Dacă folosim relația (3.9) în T — R” —-> R”, avem 
l n n 9 n 
A=l R4 = d eire A d ede4)— Y e; A7, (3.11) 
j= j=1 j=1 


unde am pus 
| Ada: TR. (3.12) 
Aplicațiile A’ (care, după cum se vede, aparţin lui T*) se 
numesc elementele coloanei A. Vom nota de asemenea: 
Al 
A? : 
A=|: | (3.13) 
As 
În cazul cînd T=R, se găseşte notația (3.8), A fiind numere 
reale. 


Vom numi linii de ordinul n, aplicaţiile liniare definite pe 
R”; A fiind o linie (cu valori într-un spaţiu vectorial T oarecare): 


A: R”=>T. 
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„„Cu aceeași relaţie (3.9) avem 


A R” ST 
adică: 
A=A1p=4 Şi epe = $ (4e):d= Ñ Are, (3.14) 


dal „Îi | 
unde am pus 


Ape: R>T, (3.15) 


aplicaţiile liniare A, (care aparţin lui T), se numesc elementele 
liniei A. Vom nota corespunzător 


A=(Ap Ap... An) (3.16) 


În particular, cînd T=R, se vede că dualul lui R” este 
compus din linii de n numere reale, adică: 


R”* ={x*|x* = (Zis Do oee, Za), HE R}. 


11. DUALUL COMPLEXIFICĂRII. Să definim acum apli- 
cațiile liniare «, pe Ta, cu valori în C, în felul următor: 


w x+iyeTi>o(x)+ioly). 


Aceste aplicații 04 (au Că) li sînt la rîndul lor liniare! 
În adevăr: 


a) Zi+zZ=(X +x) tia iy S atxio y= 
=o) +io(y)+ o(xz)+io(y2)=01(2) Holz), 


b) (a+ibz=(ax—by)+i(ay +x) > ao(x)— boly) + 
-= piao(y)+ibo(x)=(a+iblo(x)+io(y)]= 
=(a+ibjo (zoz) =A0(z), Ae0), 


ceea ce demonstrează afirmația făcută mai sus. 
Operații cu aplicații liniare œ; Vom dermi suma a două 
astfel de aplicaţii, punînd: 


ot o : Z— lZ) + oa(2) €C, 
iar produsul cu scalari prin 
AW : Z= o2) eC. 
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Cu aceste operaţii, aplicaţiile œ, formează spaţiu vectorial. 

Acest spaţiu vectorial este un subspaţiu al lui (T4)*. are 
dimensiunea 7 şi deci coincide cu dualul complexificării. În adevăr, 
aplicațiile e :x-iy—e”(x)+ie’(y)eC sînt ‘independente li- 
niar, căci din (ap+ißnjer:ej+ie;>0ceR=ar=ßBr=0. În baza 
definiției de mai sus rezultă că dualul complexificării este egal cu 
compexificarea dualului: 


(T&)*=(T,(R)+iTa(R))*=TA(CR) + iTi R)=(T)°. 


PROBLEME ŞI EXERCIŢII 


1. Fie date spaţiile vectoriale A și B, construite peste ace- 
laşi corp K. Să notăm cu Lg (A, B) mulţimea aplicaţiilor liniare 
f: A—B. Să se arate că L,(A, B) este un spaţiu vectorial peste K. 

R: Definim h=f+-g: xeA—f(x)+g()eB, Vf, geLu(4, B), 
ŞI ho=Af: xeA—if(a)eB, VfeL,(A, B) şi AeK. Au loc proprietă- 
tile R(Ax+ uy) =? hu(X)+ phy), (i=1, 2), Yx, YeA, și VA, peK. 
Se verifică axiomele spaţiului vectorial. 

2. Fie « o formă liniară, definită pe un spatii vectorial T. 
Să se arate că: 

a) o:0eT—o(0)=0eR, 

b) Ker œ este un subspaţiu liniar al lui T. Care este dimen- 
siunea acestui subspațiu în cazul că T are dimensiunea n. 

3. Fie F spațiul liniar al funcțiilor definite continue şi dife- 
rențiabile în intervalul (a, b). Să se arate care din următoarele 
aplicații sînt liniare 

b 
a) f: += f(x)= aa, VzeF, - 


[=] 


> 


b) f: z=fia)= | lza, 


ko] 


c) f: z=f(0)= (FP) te(a, b) fixat. 
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4. Să se arate care din următoarele funcţii definite pe R° 
sint forme liniare. 


EI 
a) f:z—f(z)=Et1+E2, unde -=| 3 ; 
g3 
b) f: x—f(x)= +3. 
5. Să se determine o formă liniară neidentic nulă, în R3, 


astfel ca f(z)=0, f(22)=0, unde z= | 1], | 1 ) 
l 1 1 


6. Să se arate că dacă x= č'e; unde e, este o bază a unui 
spațiu 7, atunci 


f:x>f@)= F E 
este o formă liniară. i 
7. Să se arate că într-un spațiu liniar cu n dimensiuni există 
un vector e astfel ca 
` h&)=0, fha) = 0, <--> Îm(2)=0, 
unde f: x=f(x) (i=1, 2,..., m) sînt forme liniare şi m<n. 


8. Aplicația b: T, Th, definită prin 4: v(x) > o(rı =z") 
este un izomorfism liniar. 


§ 4. MATRICI, DETERMINANȚI 


1. DEFINIȚIA MATRICILOR. Vom numi matrice (reală) o 
aplicație liniară care aplică R?” în R” (nžn’). 

Mai tirziu vom generaliza această definiție, în sensul că vom 
lua aplicaţii liniare definite pe R” şi cu valori în R”'*, sau alte 
combinaţii. Natura lor se va deduce ușor din regulile de scriere 
dezvoltată. 
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Aplicînd acestei definiţii rezultatele paragrafului precedent, 
avem 


A:R”">R”, (4.1) 
sau 
' n LR" n 4 E ne 
RE > RPR RR", 
şi deci, cu (3.9) 
n’ n 
A=lpw Al p= X ece AŞ, erts 
=r k=1 
= Des (d'Ae) =J ep aj e, 
.k j',k 
unde am pus 
ai =¢"' Ae, : R=R. (4.3) 


Numerele aj, se numesc elementele matricii A. 
Se pot aplica notaţiile (3.13) și (3.16), separat sau simultan, 
şi prin urmare, se poate scrie 


1 1 1 
al' adı az e.>» An 
2 z 2' 
a2 i dı a2 .. o dn 
A=(ü1 a2.. o, Qp) = y = (a; )= 5 : : 2 (4.4) 
ip p M p? 
a a az An 


Ultimul tablou reprezintă expresia analitică uzuală a metricei 
(raportată la bazele canonice (2.5) corespunzătoare). 

În aceste notații, a;=A:e, sînt coloane ale matricii A, iar 
iar a", =e". A sînt linii ale acestei matrici. În particular, rezultă 
că ef, e, și 684 sînt linii, coloane şi elemente ale matricii unitate 
l pn (prin aceasta se justifică notaţiile propuse pentru chei și 


simbolul lui Kronecker). 

În general, vom spune că o matrice de forma (4.4) este de 
tipul (n', n). Dacă, în particular, n'’=1 vom mai spune că avem 
o matrice linie, iar dacă n=1 că avem o matrice coloană. Dacă 
toate elementele unei matrici sint nule, vom zice că matricea este 
nulă şi o vom reprezenta-o prin simbolul O, ea poate avea orice 
tip dorim, Dacă n'=n, matricea se numește pătrată. Elementele 
aj, 03,..., a" ale unei matrici pătrate se zice că formează diago- 
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nala principală, iar elementele al, q2_,,...a2—!, a diagonala 
secundară. 

Printre matricile pătrate distingem următoarele cazuri im- 
portante: 

a) Matricea diagonală, în care toate elementele ei sînt nule, 
cu excepţia celor de pe diagonala principală. | 

b) Matricea unitate, pe care am întîlnit-o mai sus, şi pe care 
o vom nota pe viitor cu Ip 


2. OBSERVAŢII. a) Din formulele (4.4), (3.13) și (3.16) 
deducem că o matrice de tipul (n', n) poate fi echivalată 
1) fie cu un sistem de n’ covectori, definiţi pe R” 
a” =e": A : zeR"—zieR, 
Şi reciproc 


al’ aL 
a? z? 
. zeR" —xz'= |. ER” e 
a” pa 


2) .fie cu un sistem de n vectori, cu valori în R”': 
a;=—Ae:seR—saeR” şi reciproc 


n 
A= J ae: zor =A(2). 
i 


b) Cu consideraţiile de mai sus deducem că bazele (de ordinul 
n) sînt aplicaţii liniare biunivoce definite pe R” şi cu valori în 
Tą: orice bază este deci o linie. 
S(e)=(e., eg... €n): Ro Ta; 


în care elementele e;=s:e, sînt vectori (numiţi „vectorii bazei“). 
Pentru ca & să fie biunivocă este necesar şi suficient ca e, să fie 
liniar independenți. 

c) Un spaţiu vectorial T, este de dimensiune finită n, dacă el 
este mulţimea de valori ale unei baze & (se spune atunci că & este 
„O bază a lui T,”); se poate arăta că toate bazele lui T, au același 
ordin n, care este dimensiunea lui T,. 

d) Observăm de asemenea că, cobazele lui T, ne apar ca in- 
versele unei baze a lui T,. Dacă & este o bază, cobaza R*=&871; 
T„— R” este o aplicaţie liniară biunivocă care aplică pe T, pe 
R”; &— este deci o cobază în care elementele (R=)? sînt covec- 
lori ai lui T, (numiţi covectorii cobazei). 


5. 67 


e) Dacă & și 2’ sînt două baze ale lui T,,. aplicaţia liniară 
A=&1 este deci o matrice pătrată de ordinul n, biunivocă, nu- 
mită matricea schimbării de baze. 

f) Problemele de schimbări de baze se rezolvă imediat cu 
ajutorul următoarelor formule: 


A=R IR; S=94-1, RIAR; 
ATRL N; RERA: KISAR, (4.5) 


3. OPERAȚII CU MATRICI. Înainte de a defini operaţiile cu 
matrici este necesar să definim: 

a) Egalitatea metrieilor. Fie date două matrici A =(aj) şi 
B= =(3; ), vom spune că ele sînt egale dacă sînt de acelaşi tip (au 
aceleaşi mulţimi de definiție și de valori) şi dacă elementele lor 
omoloage sint egale 

a = bi, | (4.6) 


vom scrie A=B sau (4;)= (05), 

b) Suma (diferența) a două matrici A şi B de acelaşi tip este 
o matrice C de acelaşi tip cu matricile date și ale cărei elemente 
sînt egale cu suma (diferenţa) elementelor omoloage din cele două 
matrici date, adică 


i =aj+di, (4.7) 

sau mai pe scurt 
C=A+B sau (ci) =(a5)+(8;). | si (4.7) 
Adunarea mai multor matrici de același tip se definește prin 


recurenţă. 

Mulțimea tuturor matricilor de tip (n', n) formează un grup 
comutativ față de adunare. Operația de adunare se bucură de 
proprietăţile: 

1. Este asociativă: (4+B)+C= ARETO 

2. Este comutativă: A+B=B-+A 

3. Există o matrice zero (cu toate “elementele nule) şi 


0O+A=A+O=A. 
4. Oricărei matrici A îi corespunde matricea —A=(—aj) cu 
| A+(—4)=(—4)+4=0. 
c) Produsul sealarului àc R cu matricea A este o matrice 
care are ca elemente omoloage lui a; numerele rai. 
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- Înmulțirea matricilor cu numere are următoarele proprietăţi: 
1. A(A4+B)=14 +-AB, l 
2. A+ p)A =A + pA, 
3. MuA)=(Ap)A, 
4. l-A=A. 


Vom nota mulțimea matricilor de tipul (n, n) prin Wiw, n) 
Conform proprietăţilor precedente, mulțimea Ilin’, n) este organi- 
zată ca spaţiu vectorial, 

d) Produsul a două matriei (dreptunghiulare) se definește 
numai în ipoteza că numărul coloanelor primei matrici este egal 
cu numărul liniilor celei de a doua matrice. Anume, produsul ma- 
tricilor (a*) și (bi), respectiv de tipurile (p, n), (q, p), va fi o ma- 
trice (cî”) de tipul (q, n) =(q, p)x(p, n), care are ca elemente: 


d = > bi at = bi” al 4 bi GA . Lb ap. (4.8) 
ca; i=l 

Din definiţia dată produsului a două matrici se deduce că 
două matrici pătrate care sînt de acelaşi ordin, pot fi întotdeauna 
înmulfite între ele. 

Produsul a două matrici, în general, nu este comutativ. În 
primul rînd, dacă matricile de tipurile (m, n) şi (p, m) pot îi 
înmulțite în ordinea (p, m)x (m, n), ele nu mai pot fi înmulţite 
în ordinea (m, n)X(p, m), deoarece în general pzn. În al doilea 
rînd, chiar dacă n=p, primul produs va fi o matrice de tipul (n, n) 
în timp ce al doilea de tipul (m, m). În îine, dacă n=m=p produsul 
poate totuşi să nu fie comutativ. 

Produsul a două matrici nefiind în general comutativ, vom 
spune că în produsul B-A, B este înmulţit cu Ala dreapta, iar A 
este înmulţit cu B la stînga. 


Observaţie. Produsul a două matrici poate să fie nul (matri- 
cea nulă), fără ca vreunul din factori să fie nuli. Exemplu: 


0 SIE 0 0)= E 0) 
1 0 0 0 0 
Pentru a defini produsul mai multor matrici vom proceda din 


aproape în aproape (sau prin recurenţă). Se: poate arăta că înmul- 
ţirea matricilor se bucură de proprietatea de. asociativitate, adică 


C(B A)=(CB)A. (4.9) 
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4. APLICAŢIE. Prin înmulțirea matricii A la stinga sau la 
dreapta cu matricea unitate de tip corespunzător, ea rămîne ne- 
schimbată: 

Iw A= Im(ai)=(0i)=A, (4.10) 
Al =(a0%)1=(a)=A. 


5. MATRICE TRANSPUSĂ. Se numeşte „matrice transpusă“ 
a unei matrici date, o matrice ale cărei elemente se obțin din elemen- 
tele matricei date prin schimbarea liniilor în coloane și invers: 


A=(@): R">R” A'=(0i det a”): R” >R”. (411) 


6. MATRICI SIMETRICE ŞI MATRICI ANTISIMETRICE. 
Printre matricile pătratice distingem următoarele clase speciale: 

a) Se numesc matrici simetrice acele matrici care coincid 
cu transpusele lor. Din definiție rezultă că ele trebuie să fie pă- 
trate, iar elementele lor se bucură de proprietatea că ah=ak și 
reciproc. 

b) Se numesc matrici antisimetrice acele matrici care sînt 
egale cu opusele transpuselor lor. Rezultă de asenenea că. ele 
sînt pătrate, iar elementele lor verifică proprietăţile “ala şi 
reciproc. Are loc următoarea: 

Propoziţie. Orice matrice pătrată poate îi pusă sub forma 
unei sume dintre o matrice simetrică și una antisimetrică. 


În adevăr, notînd cu a = > (ai 4-a?) şi pi = = (a; —a?), 
avem relaţia evidentă 
(ai) =(0)+-(B;), 
în care (ai;) reprezintă o matrice simetrică, iar (Bi) una antisi- 
metrică. 
7. DEFINIŢIA DETERMINANȚILOR. Să notăm M, mulți- 


mea matricilor patrate, de tipul (n, n) și să definim pe această 
mulţime o aplicaţie, D, cu valori reale: 
D: Ae, —D(A)E R, (4.12) 

care să satisfacă următoarele proprietăți, numite axiome: 

D,. Dacă una din coloanele matricii A se înmulțește cu un număr 
real k, atunci numărul real D(A) se înmulțește de asemenea cu k. 

Da. Numărul D(A) nu se modifică dacă adunăm la una din 
coloanele matricii A altă coloană a acestei matrici. 
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Ds. Dacă I este matricea unitate, atunci D(I)=1leR. 


Vom numi determinant al unei matrici A perechea (A, D(A)), 
unde numărul D(A), definit mai sus, poartă numele de valoarea de- 
terminantului matricii A. 


Vom numi matricea A, matricea determinantului (A, D(A)), 
iar pentru determinantul matricii A vom folosi, dacă nu va fi 
confuzie, notația D(A). 


8. PROPRIETĂȚILE DETERMINANȚILOR. Să deducem din 
axiomele de mai sus unele proprietăți ale determinanților: 


1) Dacă una din coloanele matricii A este formată din zerouri 
(este vectorul nul), atunci D(A)=0. În adevăr, înmulțind o coloană, 
formată din zerouri, cu numărul zero, matricea nu se schimbă, 
iar în baza axiomei D, numărul D(A) se înmulțește cu zero. Deci 


D(4)=0. D(4)=0, 


2) Numărul D(A) nu se schimbă dacă la coloana i a matrici A, 
adăugăm coloana j(j+i) înmulțită cu un număr k; 

a) dacă k=0 proprietatea este evidentă, 

b) dacă k#0, fie matricea A: 


D: A=(A4.,..., A) D(A); 
avem succesiv 


D: A'=(å;,..., kAj...’ An„)—> D(A) 2 k D(A), 
D: A” =(A;,..., AhkAgp e... kA... An) 
= D(A") & D(A’), 
D: A" =(å} ArtkAp ns kAp ee Ajs 
=> Da D( 5), 
rezultă deci că ai 
D(4)=- D(4”)== D(A4A'”)= Z kD(A), adică D(A'')=D(A). 
3) Dacă coloanele matricii A sînt liniar dependente, atunci 


D(A)=0. În adevăr, dacă coloana i este o combinaţie liniară a 
celorlalte coloane, adică dacă: 


i—l n 
At E NA+ ȘI NA=0, (4.13) 
e=1 e=i+1 
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atunci înmulţind coloanele e(ezi) cu A? şi adunîndu-le la coloana 
i, avem pe această coloană expresiile (4.13), adică coloana i este 
formată din zerouri. Folosind 2) (care invariază D(A)), precum 
şi 1), rezultă D(A)=0. 

4) Dacă coloana i a matricii A este sumă a doi vectori B şi y 
și dacă matricile A' și A” sînt obținule din matricea A prin ful 
cuirea coloanei i, respectiv prin vectorii B și y, atunci 


D(4)=D(4)+D(4). (4.14) 


În adevăr, fie R’ sistemul de n—1 vectori formaţi din toate 
coloanele matricii A, cu excepţia coloanei i. Dacă aceşti vectori 
sînt liniari dependenţi, ei găsindu-se atît în A cît și în A’ şi A”, 
conduc, în baza proprietăţii (3), la 

D(A4A)=D(A'”)=D(4'9)=0, 
caz în care relaţia cerută este verificată. Dacă sistemul R este 
liniar independent, atunci _adăugiînd la el încă un vector g, liniar 
independent de sistemul R’, avem un sistem de n vectori: R= 


=R +a, liniar independent, care formează o bază a spațiului 
Ta. În această bază ic pază vectorii B şi y sub forma: 


pâna Şi MA 


i=l ni 
i—l n 

y= u’Artla 3 uhAw 
h=1 h=ġi+1 


iar suma lor este 


pHr= E Oua $ Hun 


h=1 =i+ 


Fie matricea A. Să folosim 2), sia cau din coloana i 
combinaţii liniare ale celorlalte coloane, transformăm matricea 
A în matricea A. Analog procedăm în A’ și A”: 


) 
A=(åp... BHY.. d Ar=(4 .. ., (k-+Da, Aa), 
A' (A -e s Bra o oo Aa) 7 Ai m(n ee a kas e nn An), 


A (As, 3 Yo e o Aa) ae Ai =(Ái .. læ, ..., An) 
Ținînd seama de cele de mai sus, avem 
D(A)=D(4;), D(4')=D(4;), D(A4')=D(4,). (4.15) 
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Notînd cu Ag, matricea obţinută din matricea A prin înlo- 
cuirea coloanei i cu vectorul a« 


| Ao=(Aa, ... 0... As); 
şi ţinînd seama de axioma (Dı), putem scrie 
D(4ı)=(k+})D(40), D(4:)=kD(40), D(4:)=1D(4o), 
folosind acum relațiile (4.15) deducem că 
D(A)=(k+1) D(4o)=kD(40)+ID(40)=D(4')+D(4”), 
deci (4.14) . 
D(4)=D(A')+D(4"). 
5) Dacă matricea A a fost obţinută din matricea A prin per- 
mutarea a două coloane, atunci 


D(ã)=— D(A). (4.16) 


În adevăr, să permutăm în A coloanele i și j. Acest fapt 
poate fi realizat prin aplicarea succesivă a următoarelor trans- 
formări: 


D: A=(Ái..., Åe Áj...’ A.) D(A). 


Adunînd la coloana i a matricii A, coloana j, avem matricea 


D 
A'=(4;, . ..}3 A+Ap . ..p3 Ay, . a o , An) acc D(A’), 
astfel că ` 


D(A) EÈ D(4). 


Din coloana j a matricii A’ scăzînd coloana i, ajungem la 
matricea: 


A 5 ; 
A” =(4;, ...3 A+ Ay ...3 — Ay ... s An) ——> D(A”), 
cu 


D(A") =È D(A’), 


adunăm acum la coloana i a matricii A” coloana j, obținem ma- 
tricea: 


V E S CEES, PS PEE E 23 0970400), 
pentru care ; 
D(4')=D(4”). 
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Coloana i a acestei matrici coincide cu coloana j a matricii A. 
Înmulţind coloana j a matricii A”’ cu —1, obţinem matricea 
căutată A 


A(Aze e e e Ap eee Ap ee 47) -P> D(Â), 
pentru care 
D(4) 2 —D(A”). 
Din egalităţile de mai sus deducem că D(4Â)=-—D(4”)= 
= — D(A4A')=—D(A')= — D(A), adică (4.16). 
6. Dacă matricea A' a fost obţinută din matricea A prin per- 


mutarea coloanelor, iar coloana i a matricii A' (i=1,2,...,n) 
este coloana «;=—x(i) a matricii A, atunci 


D(4')=4+D(4)=sign z: D(A), (4.17) 


semnul -+ corespunde cazului în care permutarea 


1 2 n 
r= d dări , 4.18 
(Ms T2), ..., o) ( ) 


este pară, semnul — cazului în care ea este impară. 

În adevăr, matricea A' poate fi obținută din matricea A 
printr-un anumit număr de transpoziţii a două coloane şi deci 
putem folosi proprietatea 5). Paritatea numărului acestor tran- 
poziţii determină paritatea permutării (4.18) şi deci, semnul din 
(4.17). 


9. DEZVOLTAREA UNUI DETERMINANT. Să demonstrăm 
acum, pe baza proprietăţilor arătate mai sus, că pentru orice 
matrice AedI,, numărul D(A) poate fi exprimat prin formula 


D(A)=det (4)= È sign "apa, . ai, (4.19) 
at 


(în care x parcurge mulţimea permutărilor de ordinul n). Se mai 
folosește şi notația: 


Qi, eee È 
dei(A)=| | (4.20) 
al». e> 0 
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Pentru aceasta să considerăm matricile A=(a3), B=(b:) şi 
produsul lor C=BA=(ġ=b aj). Să determinăm numărul 
D(C). Scriind dezvoltarea matricii C, avem: 


blatt- bla -t ... Dl a?,... 


ba b3 q24- ...+brat,... 


Aplicînd proprietatea 4) față de coloana întîia, obţinem 
matricile Ci» Ca, sie: 19.3 Cu Prag Ci; unde 


cu proprietatea că 


n 
D(0)= $, D(C). 
i=1 
Unei matrici C; oarecare îi aplicăm proprietatea 4) față de co- 
loana a doua. Obținem matricile Ca, Ci 2s...» Cin în care 
bai, biai,... a 
C= a e (î=i, j=j’). 
bai, bhaj,... 
Analog avem 
D(0)= 3, D(C)= $, D(C). 
î=1 2 


1, j=l 


. Procedeul astfel început se repetă cu coloanele 3,4,...,n. În 
final vom avea e 


1 a” 1 a” 1 a” 
bali h> Dala ee oeo Danla” 


Caras. . .« Xy = 


e . è> òè ò% ò o . e. 


în care toți indicii «; şi «, sînt egali. Aceste matrici sînt în număr 
de n”. 
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Dacă pentru izj avem a;=a;, atunci: 

D(Ca,, ag... ap) =0, căci D(Ca,.. . ap) = 4“ a1 D(R), 
unde R are liniile i și j egale; iar conform cu 3), D(R)=0. Deci 
nu rămîn din matricile Ce, ...a, decît acelea pentru care (a, 
Xa...) formează o. permutare a. numerelor (1, 2,..., n), în 


aşa fel încît l 

D(Cosaa . . . , ap) £0. 
Să le notăm pe acestea cu Tg (în număr de n!). Avem deci: 
D(C)= d, D(C)= } D(C) = . . . = Y D(Cayas + an) = XD(T,). 


Dar 
D(Tp) 2 ač ay... ag" D(R) È taray .. . a:"D(B), 


unde R, este matricea rămasă din (4.21) după ştergerea elementelor 
a, rezultă că 


D(C)= (+a 0 . . . an” D(B)), 
sau 


D(C)=[};sign z: a1* a3" . . . aa]: D(B), xs=m(i). (4.22) 


Expresia din paranteza dreaptă an relația (4.22) este tocmai 
partea dreaptă din (4.19). 
Să luăm acum, în particular, B=I, adică matricea unitate 


D, 
şi să ne folosim de faptul că D(B)=D(I) ==1 şi C=I:-A=A, 
din definiția înmulţirii rezultă (4.19), ceea ce trebuia demonstrat. 
Folosind acum acest rezultat în (4.22), găsim că 


D(C)=D(B): D(A). (4.23) 


Am obținut deci totodată şi o regulă practică de înmulțire 
a determinanților, care corespunde regulii de înmulțire a matri- 
cilor. În plus, am arătat că numărul D(A) definit există, este 
unic şi egal cu cel calculat prin formula (4.19). 

Observaţie. Din formula (4.19) de calculare .a terminantului 
unei matrici rezultă imediat proprietatea: dacă într-o matrice A 
schimbăm coloanele în linii și liniile în coloane, obținem o nouă 
matrice A' și avem: | | 


D(4)=D(4”). (4.24) 
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Acest procedeu de obţinere a matricii A' din matricea A 
poartă numele de transpunere, iar matricea A' am numit-o (pet. 5) 
transpusa matricii A (şi reciproc). 


O altă consecinţă care rezultă de aici este aceea că toate 
proprietăţile, enunțate şi demonstrate pentru coloane, pot fi 
formulate şi aplicate pentru linii, ele nu mai necesită nici o de- 
monstrație suplimentară. 


10. NECESITATEA AXIOMELOR (D). Din cele de mai sus 
rezultă că cele trei axiome luate în definirea determinanţilor sînt 
suficiente atit pentru satisfacerea proprietăților enumerate, cît și 
pentru unicitatea numărului D(A). 


Să arătăm acuma că cele trei axiome sînt și necesare (adică 
ele sînt independente). Observăm că în. demonstrațiile făcute 
am folosit toate cele trei axiome. Rămiîne să arătăm acum că sis- 
temul format cu ele este un sistem minimal; altfel spus, că fiecare 
dintre ele este independentă de celelalte două, adică nu este O 
consecință a lor. 


a) Pentru a demonstra independența axiomei D, presupunem 
că D(A)=1 pentru orice matrice A. Să o notăm pe aceasta cu 


D,. Se vede că axiomele Do şi Dg împreună cu D,. sînt verificate 
pe mulțimea matricilor, în timp ce axioma D, nu este verificată. 
În adevăr, înmulţind coloana 1-a cu zerò, rezultatul va fi tot 1, 
în timp ce axioma. D, cere să fie 0: D(A)=0. Deci sistemul D, 
De, Da este un sistem necontradictoriu întrucît admite mulțimea 
matricilor ca model. Rezultă deci că D, este independentă de Da 

şi Da. „a | | : 

b) Pentru demonstrarea independenţei axiomei D; vom pre- 
supune că pentru orice matrice A, D(A) este egal cu produsul 
elementelor de pe diagonala principală a acestei matrici. Să notăm 
această condiţie cu D». Sistemul D,, Dz, Dg este necontradictoriu, 
întrucît admite mulțimea matricilor ca model. Rezultă deci că 
Dz este independentă de D, și Ds. 


c) Pentru demonstrarea independenţei axiomei Dg presu- 
punem că D(4)=0, pentru orice matrice A (de ordin n); altfel 
spus, am înlocuit axioma D; cu negarea ei Da. Sistemul D,, Də, 
D, admite ca model de asemenea mulţimea matricilor (de tipul 
(n, n)). Pe acest model se verifică D, şi Da și nu se verifică Da. 
Deci D nu este o consecinţă a lui D, și De. 

În concluzie, cele trei axiome de definire a determinanţilor 
sînt şi necesare și suficiente, astfel încît determinantul unei matrici 
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să fie dat prin formula (4.19) şi să aibă proprietăţile pe care noi 
le-am demonstrat. | 

Sistemul axiomatic (D) corespunde cerinţelor logice, de a fi 
necontradictoriu, independent şi minimal. 


11. DEZVOLTAREA UNUI DETERMINANT DUPĂ ELE- 
MENTELE UNEI COLOANE (LINII). FORMULĂ PRACTICĂ DE 
CALCUL PENTRU DETERMINANȚI. Întrucît în expresia lui 
D=D(4)= 5, (sign zhazi)+ an(2). . . az”) (dată de (4.19)), intră o 

eGn! 
sumă de monoame avînd cîte un element şi numai unul din fie- 


care linie și coloană, vom scoate în factori elementele a, apeo 
a”, din coloana p. 
Obţinem astfel exprimarea 
D=D(4)=a.A7 +a A? + Sen +a} A? (p'=p), (4.25) 
unde Ap nu mai conține elementul din coloana p și linia q. 

Vom numi expresia A? complementul algebric al lui a3,. 
Suprimînd în A elementele coloanei p şi ale liniei q găsim o ma- 
trice cu n—1 linii şi 'coloane al cărei determinant îl notăm cu 
D? şi îl numim minorul lui al. Vrem să arătăm că 

A?=(—1)P+1D?. (4.26) 

Pentru demonstrație, vom presupune că toate elementele 

coloanei p şi cele ale liniei q din A, în afară de al, sînt nule (pre- 


supunerea făcută nu reduce generalitatea întrucît aceste elemente 
nu sînt luate în consideraţie); obţinem astfel determinantul 


D(4)=aA47, (p'=p, q'=0). 


Prin p—1 schimbări de coloane și q—1 schimbări de linii 
aducem pe a% în locul lui a! şi obținem determinantul 


D(4')=(—1)74A D(4)=(—1)"D(A4). 
Conform definiţiei determinanţilor putem însă scrie 
© DAN=GA7 =¢D7, (47 =Dp, p'=p, t=), 
deci avem 
ap D7 =(—1)Pap Ag, 


relație care simplificată cu af (presupus #0) ne dă (4.26). Cu 
acest rezultat putem enunța următoarea 
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Propoziţie. Suma produselor elementelor unei coloane (linii) 
cu complementele lor algebrice esie egală cu valoarea dererminantului, 
iar suma produselor elemenielor unei coloane (linii) cu complemen- 
tele algebrice ale elementelor u nei alte coloane (linii) este egală cu zero. 


Prima parte a teoremei este demonstrată, pentru a demonstra 
a doua parte, adică 


apA?=0,  (p#9) 
să considerăm un determinant în care coloanele p și q sînt egale, 


adică ap =a, (î=1, 2,...,n). Valoarea acestui determinant este 
egală cu zerg. Dezvoltindu-l după coloana q găsim: 


lag 2 
AT +43 + ... +a} A% =0 (q=q'), 
aceasta însă, în baza lui ai, =, demonstrează propoziția. 


Observație. Proprietatea enunțată în propoziția de mai sus 
poate fi scrisă, condensat, după cum urmează: 


a, A = è} D(A), (4.27) 
unde 37 sînt simbolurile lui Kronecker definite în $ 2, pct. 1.5. 


12. REGULA LUI LAPLACEI. Dezvoltarea unui determinant 
după elementele unei linii (sau coloane) reduce calculul unui 
determinant de ordinul n la calculul a n determinanţi de ordinul 
n—1. Valoarea determinantului este dată de (4.27): 


D(4)=0A} =+ dA, (p=p'), 
sau 
'D(A)=apA? +apA? +... +ap AR =(—1)”*a pD? + 
+(—1)*2ap D? + ... +(—1)*"a Dh, (P=P'), 


unde A? şi D7 sînt respectiv complementul algebric şi determi- 
nantul minor al elementului a? 


Se poate da o generalizare a dezvoltării unui determinant 
după o coloană sau linie. Această generalizare se numeşte regula 
lui Laplace şi: dă dezvoltarea unui determinant într-o sumă de 


1 Pentru demonstraţie cititorul poate consulta E. Arghiriade [1]. 
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produse de cîte doi determinanţi. Demonstrația: regulii lui Lăplace 
fiind mai pretențioasă, ne mărginim numai la enunţarea acestei 
reguli. 

Să considerăm determinantul . 


1 i 11 . 1 
(10a-:: o... ***Gppyi ........ dn 
2 2 2 2 2 
Q1(g ce 00 ee pp soe oso ln 
D(A)= D= aĵa... -abab +r ... -af s 
i 1 1 1 1 1 
a?* a2t ... „apt abii ....... a2+ 
n n n n n O 
(a 03 dp (p+1 da 


Cu ajutorul primelor p coloane se pot forma C7 determinaţi 
distincți luînd cîte p linii. Un astfel de determinant îl vom nota 


Si pe e.: a nde Tu Te, «+, Tp Sînt rangurile coloanelor aleses 


Tăind aceste p coloane și p linii rămîne un! determinant de 
ordinul n—p pe care îl notăm D ri A Ha liniile avînd rangul 
Toy Topa e ef Şi fiind aşezate în ordinea în care au rămas 
după ştergerea liniilor folosite în primul determinant. Dezvolta- 
rea determinantului D după regula lui Laplace va fi dată de 

D= ă(— DDI? teta DD) tg ala (4.28) 


„... „BD PY, e . „n 


suma avînd C} termeni, iar exponentul m fiind dat de m= 
=(14+2+ ... +p)+(r+ra+ ..e. --Fp). 

Această regulă dă dezvoltarea determinantului D după pri- 
mele p coloane. Dacă vrem să dezvoltăm determinantul după p 
coloane oarecare, vom aduce aceste coloane în locul primelor p 
coloane, ţinînd seama de proprietatea 5 pct. 8, apoi vom aplica 
regula de mai sus.. 


13. DETERMINANȚI SIMETRICI ȘI ANTISIMETRICI. Vom 
numi determinant simetric, determinantul unei matrici simetrice 
şi respectiv determinant antisimetric, determinantul unei matrici 
antisimetrice. 

Cu referire la deteminanpi antisimetrici, se poate demonstra 
următoarea 

.Propoziție. Orice determinant antisimetrice de ordin impar 
are valoare nulă, iar orice determinant antisimetric de ordin par 
este egal cu un pătrat perfect. 
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14. DETERMINANTUL VANDERMONDE. Se numeşte d 
terminant Yanderinonae un determinant de forma 


i a 02... aa 
i) 20] 103) daia a, (429) 


n2 n—l 
1 a, 02... a 


unde a; sînt n numere diferite între ele, în caz contrar determi- 
nantul ar fi nul în baza proprietăţii 3. Din formula (4.19) rezultă 
că: D -va fi un polinom în raport cu di, 02,...; a; acest polinom 


este omogen de gradul MA) in adevăr, fiecare termen al deter- 


minantului va trebui să conţină cîte un element din fiecare coloană, 
A şi i ae Danasa , n(n—1) 
şi deci gradul fiecărui termen va fi ——: 

Cum determinantul se anulează pentru a;=a, (izj), 
seamnă că polinomul din membrul drept va fi divizibil cu 
(a —aa)(as — 03) . : . (aa — aa)]l(a3 — a2)(a4 — ao) . . . (an — az)] .. 

.. [aa —aa-1]; care este un polinom de gradul (n— 1-H(n++2)-+ SEx 


n(n—=i1 A i 
Aa, Prin urmare avem 


aayi = 


D=k(az—a)(a3—a) . . . (dan —a1)(a3—a2) . . . (a,—aa-), 


unde k este o constantă. Pentru a determina constanta k căutăm 
în cei doi membri ai egalităţii coeficientul produsului elementelor 
de pe diagonala principală aa02...a1-1. 

Cum acest produs are în D factorul 1, iar în membrul drept k, 
rezultă că k=1. 


15. RANGUL UNEI MATRICI. MATRICI ECHIVALENTE. 
Fiind dată o matrice A, cu ajutorul liniilor și coloanelor sale se pot 
forma diferiţi determinanţi. Fie A determinantul de ordinul cel 
mai înalt diferit de zero, format cu liniile şi coloanele matricii A. 
Numim rangul unei matrici ordinul acestui determinant. 

Să introducem acum în mulțimea matricilor de tipul (n’, n) 
o relaţie: de echivalență în felul următor. Două matrici A și B 
se numesc echivalente şi se scrie A ~B, dacă ele se deduc una din 
alia prin următoarele transformări numite elementare: 


1) schimbarea a două linii sau coloane între ele, 
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2) înmulţirea unei linii sau a unei coloane cu un număr 
oarecare 0, 

3) adunarea la o linie sau la o coloană a unui multiplu al 
altei linii sau coloane. Se verifică imediat că această relaţie este 
o echivalență. 

Teoremă. Rangul unei matrici este un invariant la transfor- 
mările elementare. 

În adevăr, să considerăm un determinant format cu liniile 
şi coloanele matricii A și să efectuăm transformările elementare 
asupra lui. Este evident că a treia transformare nu schimbă valoa- 
rea determinantului A, a doua înmulțește valoarea determinan- 
tului cu numărul dat, iar prima schimbă semnul determinantului. 
Deci, dacă determinantul A a fost egal cu zero, după efectuarea 
transformărilor elementare el rămîne egal cu zero, iar dacă a fost 
diferit de zero, rămîne diferit de zero. 

Deducem de aici că rangurile a două matrici echivalente 
sînt egale și deci teorema este demonstrată. 

Numim formă canonică a unei matrici, matricea echivalentă 
cu matricea dată şi avînd toate elementele nule afară de a!, a2, ..., 

„47, care sînt egale cu unu (unitatea corpului R). Din cele 
de mai sus deducem că pentru a determina rangul unei matrici, gă- 
sim forma canonică a matricii date și deci rangul ei va fi egal cur. 

16. MATRICE INVERSĂ. Fie dată o matrice pătratică 
AER, cu proprietatea că D(A)#0. O astfel de matrice poartă 
numele de matrice nesingulară. Să notăm cu A* transpusa matricei 
complementelor algebrice ale matricei date (A*=A'=A4") şi să 
efectuăm produsul acestor două matrici, ţinînd seama de pro- 
prietatea (4.27): 


aat... at) / ALA... Al D(A) 0 a 
PE E a2Q2...a2 a A _|0 DA) 
ata}... a? Ann pal 0 .D(4) 
L D(A) Ij; 
analog 
AJAL... Al alal... al D(A) etil 
A*-A= Aranna aiaz -aj _[0 SPN 
AnA? e. A? aa}... a? 0 .. D(A) 
l =D(A)In, 
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Vom numi matrice inversă a matricii pătratice nesingulare A 
și o vom nota cu A”!, matricea 


1 
D(A) 


a ae 


FLA (4.30) 


Din consideraţiile de mai sus rezultă imediat că 
AAT =ATA =l. 


Observație. Matricile pătrate nesingulare, de ordinul n, for- 
mează grup față de operația de înmulțire. În adevăr, produsul 
matricilor este în general asociativ. Determinantul produsului 
fiind egal cu produsul determinanților, rezultă că produsul a două 
matrici nesingulare este o matrice nesingulară, inversa unei ma- 
trici nesingulare este o matrice nesingulară. Matricea unitate este 
nesingulară. 


Vom arăta mai tîrziu (§ 5 pct. 11) că acest grup nu este altul 
decit grupul GL(n, R), grupul liniar de ordinul n (peste corpul R), 
întîlnit de noi ca grup al schimbărilor de baze. 


17. MATRICI ORTOGONALE. Se numeşte matrice ortogo- 
nală, o matrice a cărei transpusă coincide cu inversa sa, adică 
AA'=A'A=]. 

Din definiție rezultă că produsul a două matrici ortogonale 
este o matrice ortogonală şi inversa unei matrici ortogonale este 
tot o matrice ortogonală. În adevăr, fie A și B cu AA’ =I şi BB'= 
=I. Calculăm (AB)(A B)'=(AB)(B'AD)=A(BB)A'=—AA'=]. 
De asemenea (A4A')'=A implică (A-ly=(A. 

Drept consecinţă a acestor proprietăţi mulţimea matricilor 
ortogonale (de ordinul n) formează un grup, subgrup al grupului 
GL(n, R). În mod curent acesta se notează cu O(n, R) şi se numeşte 
grup ortogonal. l i 


18. ORIENTAREA UNUI SPAȚIU VECTORIAL. Fie bazele 
&'(e,=aie,) şi $(e,); vom spune că ele sînt de aceeași orientare 
dacă det(a:)>0. 


Se vede imediat că relaţia „$' are aceeaşi orientare cu &“, 
este o relație de echivalență definită pe mulţimea bazelor lui 7,, 
căci ea este simetrică, reflexivă și tranzitivă; această relaţie defi- 
nește două clase de echivalență și vom spune că am orientat spa- 
tiul dacă am ales una din aceste clase, ceea ce revine la a alege 
o bază particulară â(e,) a sa. Bazele care au aceeași orientare 
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cu âi(e,) le vom numi de sens direct, cele care au orientare opusă 
le vom numi de sens retrograd. 

Ca exemplu, în Tg se convine în mod obişnuit a numi triedru 
direct un triedru (e,, ez, ez) în aşa fel ca un observator plasat în 
picioare pe axa es să poată avea braţul său drept îndreptat după 
e, şi braţul său stîng după ez; această convenţie însă presupune 
definirea prealabilă de drept și stîng, care la rîndul său este arbi- 
trară. Orientarea spaţiului se presupune deci întotdeauna aleasă 
arbitrar. 

Notăm că orientarea unei baze &(e;) se schimbă în opusa 
sa dacă se schimbă între ei doi vectori care o compun: 


PROBLEME ȘI EXERCIŢII 


1. Să se calculeze rangul matricii: 


1 —2 3—1 —1 —2 
2 —1 1 0 —2 —2 
—2 —5 8—4 3 —lţ: 
6 0—1 2—7 —5 

—1 1 1—i 2 1 


2. Să se calculeze inversele maicilor 
1 2 a b 1 2 —3 3 —1 0 
(2 5) (e a) foi 2) = 1 —1] 
LO 0 i 2—1 4 


3. Să se verifice axiomele de inel pentru matricile pătrate 
de ordinul n, operația grupală fiind adunarea, iar cea de a doua 
operație fiind înmulțirea. 


4, Să se rezolve ecuaţiile matriciale: 
a) /111\ '¥P 
011| X= 
001 
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5. Să se rezolve sistemul de ecuaţii matriciale 
> 1 re s a)=( va): 
—2 5 —3 2 —3 6 
x( 3 e -=)= 5 ii 
3 2 3 5 44 
R: Se foloseşte metoda reducerii. 
6. Să se calculeze matricea f(A), din f(X)=X?—5X-+3I, 
pe E 2 —i 
știind că A= ( e 
—3 3 


7. Să se calculeze determinanții: 


1 a d) —z a b c 

1 b bp a —r c b 
a) 1 c dl b) b c —z al 

1 d d2 dâ b a —z 


1 1 1 1 
a, e 4, Ai ; An 
D= . . La . şi D'= x . . > Li 
n ni n n 
PREE, A? A 


unde A; este complementul algebric al lui ai, 
se cere să se calculeze produsul lor. 


R: D:D'=D”, dacă D#0 D=D”i 


9. Să se calculeze determinantul: 


cos —sinð —1 0 
| sin 0 cosð® 0 — —1 
1 0 cos a —sin & 


0 1 sin æ COS & 


R: Se foloseşte regula -lui Laplace, D=4 cost tts, 


89 


$ 5. ECUAȚII LINIARE ȘI SISTEME DE ECUAȚII 
LINIARE DEFINITE PE SPAŢII ARITMETICE 


1. ECUAŢII LINIARE. Fie dată o formă liniară o: R*—R, 
expresia ei într-o cobază &*(ef) este w=a;e*, iar valoarea ei pe 
un vector v=zie,, scris în baza duală a primeia, î(e,), este w(v)= 
—agi=beR. Cu ajutorul formei œ se poate introduce în R” o 
relație de echivalență astfel: fie vı, veeR”, vom spune prin defi- 
niţie că vi va(60), dacă w(vı)=w(v2). În acest fel R” se descom- 
pune în clase de echivalență. Nucleul homomrfismului « (clasa nulă): 
Ker w={vlo(v)=0ER} îl vom numi element plan, iar expresia ana- 
litică a sa, în baza dată &(e;) 


o(v) =agat=—0eR, (5.1) 


ecuaţia elementului plan sau ecuaţia liniară şi omogenă. Celelalte 
clase de echivalență vor fi numite hiperplane paralele elementului 
Ker œ, iar expresiilor analitice în baza &(e;) 


o(v) =a; =beER, (5.2) 


ecuațiile lor în această bază, sau ecuații liniare și neomogene asociate 
ecuației (5.1). Mulțimea hiperplanelor paralele nu este alta decit 
mulțimea cît a lui R” prin relaţia ~(%): R”/~ (o). 

Vom numi elementele unei clase de echivalență soluţii particulare 
ale ecuaţiei corespunzătoare clasei respective. Vom da de asemenea 
unei clase de echivalență numele de soluție generală a ecuaţiei respec- 
live. Rezultă din definiţie că soluţia generală este mulțimea tuturor 
soluţiilor particulare. 

Se observă că Ker « este un spaţiu vectorial. În adevăr, fie 
Vi, VaeKer œ, în baza linearităţii lui œ rezulăt că şi vy+vzeKer w 
şi Av. eKer o, (w(vi +v) = w(u) -+ (02) =0, o(A01)=Ao(01)=—0). Prin 
urmare Ker « este un divizor normal, iar elementele unei clase 
de resturi (soluţia generală a unei ecuaţii liniare şi neomogene) pot 
îi determinate prin adunarea unui element oarecare al său (soluție 
particulară) cu toate elementele lui Ker œ (soluţia generală a 
ecuaţiei liniare și omogene asociate). 

Întrucît Ker « este un divizor normal, R*/-=(w) se identi- 
fică cu R”/Ker w. Ca atare, această mulţime poate fi organizată 
ca grup și mai mult chiar, ca spaţiu vectorial. Acest spaţiu vectorial 
se identifică cu spaţiul formelor generat de œ ca bază. 
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2. SISTEME DE ECUAŢII LINIARE. Fiind date q forme li- 
niare w*(a=1, 2;-. .., q), ansamblul lor îl numim sistem de forme 
şi îl notăm prin (2). Putem interpreta acest sistem ca o aplicaţie li- 
niară definită pe R” cu valori în R? (coloană), asfel ca: 


ot (v) 
(009) : veR"— oo eRa, 
a(o) 


şi reciproc, orice aplicație liniară definită pe R” cu valori în R? 
(coloană) poate fi descompusă într-un sistem de forme liniare 
(elementele coloanei respective). 

Analog ca la pct. 1, vom defini în R” o relație de echivalență 
prin condiția vı ~va(%?), dacă şi numai dacă (07)(v4)= (602) (02) şi 
deci R” se descompune în clase de echivalență. Vom numi nu- 
cleul Ker (w?) al acestui homomorfism element plan, iar expresia 
sa analitică: 


w" (0) =atzi'=0, («=1, 2,..., q) (5.3) 


sistem de ecuații liniare şi omogene. Elementele lui Ker(&f) le 
vom numi soluții particulare ale sistemului, în timp ce Ker(w%) mai 
poate purta numele de soluţie generală a sistemului respectiv. 

Clasele de echivalență, numite și (n—g)-plane paralele cu 
elementul plan dat, vor fi reprezentate analitic prin 
| o“ (v)=afr =b", (5.4) 
i 
relaţii pe care le vom numi ecuaţiile (n-q)-planului respectiv sau 
sistem de ecuaţii liniare şi. neomogene, asociat sistemului (5.3). 

Într-un sistem de ecuaţii de forma (5.4) numerele zi mai 
poartă numele de necunoscutele sistemului, numerele a& se numesc 
coeficienţii necunosculelo r, iar numerele b“ termenii liberi; 

A rezolva sistemul, înseamnă a-i găsi soluţiile, atunci cînd 
acestea există. A discuta sistemul, înseamnă a căuta dacă admite 
soluţii şi în caz afirmativ, de a stabili numărul lor. Dacă un sistem 
admite soluţii, zicem că el este compatibil, iar dacă nu admite so- 
luţii zicem că este incompatibil. Dacă sistemul admite o soluţie 
unică, zicem că este compatibil unic determinat, iar dacă admite o 
infinitate de soluţii, el este compatibil nedeterminat. 

Proprietăţi ale sistemelor liniare şi omogene. a) Orice sistem 
de ecuaţii liniare şi omogene, de forma (5.3), admite întotdeauna 
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ca soluţie vectorul nul. În adevăr, nucleul homomortismului (62) 
este format cel puţin din vectorul 0. Această șoluţie poartă numele 
de soluţie banală a sistemului omogen. 

b) În baza faptului că Ker(4o9) este un spaţiu vectorial, avem 
proprietatea că dacă (5.3) admite o soluţie v (nebanală), atunci 
orice vector àv este de asemenea o soluţie, iar dacă (5.3) admite 
două soluţii vı şi va (nebanale), atunci admite ca soluție şi vecto- 
rul Dy-k-ya. 


3. SISTEME DE FORME LINIARE ECHIVALENTE. Fie date 
sistemele de forme liniare œ!,..., 0%? şi ml,..., m” definite 
pe spaţiul aritmetic R”, vom da pentru ele următoarea 
= Definiție. Sistemele (w* ) şi (zê ) se numesc echivalente dacă 
formele unui sistem pot fi exprimate ca combinaţii liniare de formele 
celuilalt sistem şi reciproc. Această definiţie poate fi transcrisă 
prin formulele: 


n—q 


= $ am, (a=1,..., R—pP), 
ßĝ=1 


= Bot,  @=1,...,n—4). 


a=l1 


Propoziție. Două sisteme de forme echivalente admit același 
nucleu (sistemele de ecuații liniare corespunzătoare admit ace- 
leaşi soluţii). Dacă formele sînt liniar independente, atunci ele 
sînt, în ambele sisteme, în număr de n—p <n, 

În adevăr, orice soluţie a unui sistem anulează şi formele celui 
de al doilea şi reciproc. Condiţiile de independenţă liniară impun: 
n—psn—q și n—q<n—p. deci q=p. 


4. REGULI PRACTICE DE REZOLVARE A SISTEMELOR 
DE ECUAŢII LINIARE, SISTEME NORMALE, REGULA LUI 
CRAMER. A determina soluţiile unui sistem de ecuaţii liniare 
şi neomogene de forma (5.4), înseamnă a determina coimaginea ele- 
mentului (b*)e R? prin aplicaţia (0%) : R*— RO. 

Un sistem de n ecuaţii cu n necunoscute, dat prin (02) : R9— 
R”, se numeşte normal dacă determinantul matricii (o")=(aj, ) 
este diferit de zero. Vrem să arătăm că în acest caz aplicaţia lo ”) 
este o bijecţie. Prin urmare, orice vector (bf) are o coimagine şi 
una singură. Demonstrarea acestei afirmaţii se face prin determina- 
rea efectivă a coimaginii, iar regula de determinare a coimaginii 
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(care este și regula de rezolvare a sistemului afz’ =bt) este cunos- 


cută sub numele de regula lui Cramer. 
Fie deci sistemul: 


aizi=—b', (del(ai) #0). (5.5) 


Să notăm cu Af complementul algebric al elementului a; din 
determinantul D(A). | 
Să înmulţim acum parte cu parte, prima ecuaţie a sistemului 
cu A7, a doua cu A9,ş.., a n—a cu Al și apoi să adunăm aceste 
ecuaţii. Ţinînd însă seama de proprietatea dată prin formula 
(4.27), găsim că 
Atai,z! = ID(A)z = D(4) = Ab. 


Se observă ușor însă că membrul drept al ecuaţiei obţinute este 
un determinant obţinut din determinantul sistemului prin înlo- 
cuirea coeficienţilor lui x (coloana q a matricii A) cu termenii 
liberi (consideraţi în membrul drept), adică 


D =|, A3,..., B,..., Anl (5.6) 
sau dezvoltat 
O să E h 
pis 2 E EE (65.6) 
e 


Ținînd însă seama că prin ipoteză D(A)+#0 şi dînd pe rînd lui 
q Valorile 1, 2,..., n, găsim soluţia unică a sistemului 
1 2 n 
alei Dă N De (5.7) 
D D D 
Într-adevăr, aceasta este o soluţie a sistemului dat, fapt 
care se verifică imediat prin înlocuirea lui z‘ în sistem cu valorile 
date de (5.7). 
O altă soluţie a sistemului (5.5) (dacă ar exista) este de forma 
unei sume dintre soluția (5.7) şi o soluţie arbitrară a sistemului 
omogen asociat: 


aiz!=0, (i=1,..., n). 


Acest sistem însă nu admite decît soluția banală, căci în 
caz contrar D(A)=0, conform proprietății 3 pct. 884. Deci și 
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soluţia sistemului neomogen este unică și deci aplicația (w?) 
(matricea A) este o bijecţie. 

Am obţinut deci regula lui Cramer de rezolvare a sistemelor 
normale de ecuaţii liniare și neomogene, care se enunţă astfel: 

Un sistem normal de n ecuaţii cu n necunoscute are o soluţie 
unică (este compatibil unic determinat). Valoarea uneia din 
necunoscute este egală cu cîtul a doi determinanţi, cel de la numitor 
fiind determinantul sistemului, iar cel de la numărător obţinîndu-se 
din primul prin înlocuirea coloanei coeficienţilor necunoscutei pe 
care o determinăm cu termenii liberi (considerați în partea dreaptă). 

Existenţa soluţiei unui sistem normal am demonstrat-o prin 
construcţia efectivă a soluţiei (prin metoda lui Cramer), iar unici- 
tatea am demonstrat-o prin reducere la absurd. 


5. REZOLVAREA MATRICIALĂ A SISTEMELOR NOR- 
MALE. Ținînd acum seama că aplicaţia (&”) este o matrice (pre- 
cum și regula de înmulţire a două matrici ca şi de egalitatea lor), 
vom putea-o scrie sub forma matricială 


AX=8B, (5.8) 


unde X și B sînt vectori din R”. S-au mai dezvoltat sub forma: 


aa...) (xi b! 

2 g2 2 2 
aiaz -a |P] b , (5.8) 
ana, ...a1] x” b” 


fapt posibil deoarece (n, n)x(n, 1)=(n, 1). 

Fiind însă o bijecție, admite o inversă a sa; fapt pe care de- 
altfel îl ştim de la pct. 16 $4 (4.30). 

Pentru a rezolva acum sistemul (5.5) sau, ceea ce este tot 
una, ecuaţia (5.8), vom înmulţi ambii membrii cu matricea A”! 
la stînga şi obţinem soluţia: 

X=A7B, (5.9) 


egalîind acum elementele omoloage din cele două matrici ale egali- 
tății (5.9) găsim formulele (5.7). 


6. SISTEME DE n-l ECUAŢII CU n NECUNOSCUTE, 
DISCUTAREA LOR. Să considerăm acum un sistem de n--1 
ecuaţii cu n necunoscute, dat prin (w2tl); R"— RP 


ajzi=b, (a=1, 2,..., n, n+1). (5.10) 
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Să presupunem în plus că determinantul D al necunoscutelor 
din primele n ecuaţii este diferit de zero: det(ai) #0, (i, j=1,..., n). 
Prin această condiţie impunem aplicaţiei (&”t!) să fie injeclivă. 
A discuta sistemul (5.10) revine la a vedea dacă vectorul (b*) 
aparține sau nu imaginii (w”t!H)(R")CR"*!. Să determinăm 
condiţia ca (b°) să fie imagine a unui vector (xt) și prin urmare 
sistemul (5.10) să admită soluţia (2). Pentru aceasta să determinăm 
din primele n ecuaţii, cu ajutorul regulii lui Cramer, valorile 
necunoscutelor 2,..., æ”. Aceste valori introduse în ultima 
ecuaţie în general nu o vor verifica, ci vor da 


atiri- ... Hartig’ — pri =k, 
Sistemul (5.10) este compatibil (unic determinat), dacă valorile 


obținute pentru al,..., x” verifică a n+1 ecuație, adică, dacă 
E=—0. Pentru a calcula valoarea lui £, vom considera sistemul: 


ar ... Hart —di, 
Mal ... Hr” + -=b, 
att ... tær + Ib, 


attigit... -Hartig — ë= bt, 


de n+1 ecuaţii cu n+i necunoscute zt, 2?,..., x”, E. Fie A 
determinantul acestui sistem; dezvoltîndu-l după elementele ul- 
timei coloane, găsim că A= — D #0 şi prin urmare acest sistem este 
un sistem normal. Rezolvîndu-l, cu ajutorul regulii lui Cramer, găsim 
1 1 1 
al at b 
1 . Dă . 
N n 
a ... R b 
n+l n+i pati 
antl.. tip 
Deci, pentru ca sistemul iniţial să fie compatibil, este necesar 
şi suficient ca 


a. a b 

C=|: 10, (5.11) 
a? a b” 
ai, ant pati 
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Determinantul C obţinut prin bordarea determinantului D cu linia 
coeficienţilor necunoscutelor din a (n-4-1)-a ecuaţie şi cu coloana 
termenilor liberi se numește determinant caracteristic. Deci: 

Condiţia necesară şi suficientă pentru ca sistemul (5.10) 
să fie compatibil, este ca determinantul caracteristic să fie egal 
cu zero, 


7. SISTEME DE m ECUAŢII CU n NECUNOSCUTE. TEO- 
REMA LUI ROUCHE. Fie sistemul de m ecuaţii cu n necunoscute 


aazt= 00, (a=1,..., m; i=1,..., n) (5.12) 


şi matricea coeficienţilor necunoscutelor ataşată lui: A=(a9). 
~ Numim determinant principal al sistemului dat, un determinant 
de ordinul cel mai mare diferit de zero, care poate fi format prin 
suprimarea diferitelor linii şi coloane din matricea coeficienţilor 
necunoscutelor. Ordinul acestui determinant este prin urmare 
egal cu rangul matricii A. Presupunînd că ordinul determinantu- 
lui principal P este egal cu p, cu o alegere convenabilă a notațiilor, 
acest determinant poate fi presupus chiar 


1 1 
q,.. -ap 


P=|:  :|#0; (5.13) 


avem evident p<n, psm. 


Necunoscutele ale căror coeficienți intră în coloanele determi- 
nantului principal se numesc necunoscute principale, iar ecuațiile 
ale căror coeficienți apar în liniile determinantului principal 
se numesc ecuații principale. Celelalte necunoscute și celelalte ecuații 
se numesc respectiv necunoscute neprincipale şi ecuații neprincipale. 

Ecuațiile principale, în care trecem în membru doi necunoscu- 
tele neprincipale pe care le considerăm ca fiind nişte parametrii, 
formează în raport cu necunoscutele principale, un sistem normal, 
care se poate rezolva cu ajutorul regulii lui Cramer. Obţinem astfel 
valorile celor p necunoscute principale în funcție de cele n-p 
necunoscute neprincipale. 

Să luăm sistemul format din cele p ecuații principale 
şi una din ecuațiile neprincipale, de exemplu, cea de rang 
k(k=p+4+-1, p+2,..., m), în care necunoscutele neprincipale le 
trecem în membrul drept şi le considerăm ca parametri. Acest 
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sistem fiind un sistem de p+1 ecuaţii cu p necunoscute, condiţia 
necesară și suficientă pentru ca el să fie compatibil este ca deter- 
minantul caracteristic al său să fie egal cu zero: 


. n 
1 1 1 7 MOI 1 3 
a, a... a b È a; T 
j=p+1 
2 z a pj 
2 2 2 E 
ai az... D di Ce 
3=2P 
E] . . e. e. e. e. e . e. e e =0. (5.14) 
n 
2 P . p hP — Pp 3 
a? a8... ab b È a? z 
j=p+1 
k < k 
k k k i ` j 
a ag... a; D D? a z 
j=p+1 


_ Elementele ultimei coloane. fiind sume de cite n—p+i ter- 
meni, acest determinant se poate descompune în suma an—p+1 de- 
terminanţi 


a a}... a} bi a a: 
a 03...02 D : a? az... a7 a 
RE D Ra S-a : i 1=0. (5.15) 
a? a8 ...a? bpe | î=2+l | a? ag...a8 a? 
aj az... a% bE | a ag... G 


Determinanții care apar ca coeficienți ai lui z? fiind determinanți de 
ordinul p-+1 formați din liniile şi coloanele matricii A, sînt prin 
urmare nuli şi deci. condiţia se reduce la 


al d, + dp n: 
Cs] ap ag.. .ap de |=0. i (5.16) 


k qk k 
af ağ... a% b" 


Determinantul C, se numeşte determinant caracteristic. Luînd pe 
rînd toate sistemele formate din ecuațiile principale cu cîte una 
din cele m—p ecuații neprincipale (ceea ce revine la a da lui k 
valorile k=p+1,..., m), găsim m—p determinanți caracteristici 
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care trebuie să fie toţi egali cu zero pentru ca sistemul dat să fie 
compatibil. Putem deci enunţa: 

Teorema lui Rouche. Condiţia necesară şi suficientă ca un sis- 
tem de ecuaţii liniare să fie compatibil este ca toţi delerminanții săi 
caracteristici să fie nuli. 


8. TEOREMA LUI KRONECKER. Discuţia sistemelor de m 
ecuaţii liniare cu n necunoscute se poate face și cu ajutorul calcu- 
lului matricial. Pentru aceasta să considerăm sistemul (5.12), 
matricea A a coeficienţilor săi și să mai considerăm matricea: 

al... a} b 
A= i p 
am... am bm 
numită matrice extinsă, care se obține din matricea A prin bordarea 
acesteia cu coloana termenilor liberi. Rangul matricii A fiind p, 
rangul matricii A poate să fie p sau p+1. În primul caz sistemul 
este compatibil, deoarece toţi determinanţii de ordinul p+1 for- 
maţi din liniile și coloanele matricii A fiind zero și printre ei numă- 
rîndu-se şi determinanţii caracteristici, înseamnă că toţi determi- 
nanţii caracteristici sînt nuli. 

Reciproc, dacă sistemul admite o soluţie, atunci există nu- 
merele zi astfel ca să avem b*=ajzi(a=1,..., m), și deci rangul 
lui A este egal cu p. Într-adevăr, 


a. . .. a bi a . e o a pi —alzi 0 “ 
A=|: ii sl: i : „ja: 
CET E aa am... qm bm —amai 0 


deci rang A=rang A, căci matricile sînt echivalente. 

Dacă însă rang Á =p+1, atunci toți determinanții de ordinul 
p+1 formați cu primele n coloane ale matricii A, putîndu-se forma 
şi din matricea A, vor fi nuli şi deci determinanții de ordinul p+ 1 
diferiți de zero vor trebui să conțină coloana termenilor liberi, 
prin urmare printre aceştia se găsesc şi determinanți caracteristici. 
De aici rezultă că în acest caz sistemul (5.12) este incompatibil. 
Putem enunţa deci: 

Teorema lui Kronecker. Un sistem de ecuaţii liniare este compa- 
tibil atunci și numai atunci cînd matricea coeficienţilor și matricea 
extinsă au acelaşi rang. 
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9. Observaţie: Toate rezultatele obţinute pentru sistemele 
de ecuaţii neomogene rămîn valabile și în cazul sistemelor de 
ecuaţii omogene.. În particular, aceste sisteme sînt întotdeauna 
compatibile, întrucît au toţi determinanţii caracteristici nuli, 
fapt pe care dealtfel îl știam, deoarece ele admit întotdeauna 
soluţia banală. Problema care se pune la aceste sisteme este de a 
determina condiţiile în care ele admit alte soluţii deferite de soluţia 
banală. Pentru aceasta este necesar şi suficient ca rangul matricei să 
fie mai mic decît numărul de necunoscute, caz în care sistemul 
este compatibil nedeterminat. 


Să considerăm ca aplicaţie, la sistemele omogene, cazul spe- 
cial al sistemelor liniare și omogene de n—1 ecuaţii cu n necunos- 
cute, şi pentru care rangul matricei coeficienţilor este egal cu n—1. 
Fie prin ipoteză det (a;) 40(i, j=1,..., n—1). Rezolvînd acest . 
sistem cu regula lui Cramer, găsim că în general 


i —(— a D n $ CE 
zi=(—1) pr 2” (lee. n 1), 


unde D‘ este determinantul matricei obținute din matricea coefici- 
enților prin ştergerea coloanei de rang i. Prin urmare avem 


zl za za 
— B -—— = , ESA e => :9 
D D? (—1)"1p" 


Sistemul dat admite deci pentru necunoscute soluții proporțio- 
nale cu determinanții matricilor obținute din matricea coefici- 
enților, prin suprimarea coloanei de rang i și luaţi cu semn cores- 
punzător. 


Deducem de asemenea următoarele teoreme: 
Teorema 1. Condiţia necesară şi suficientă ca m forme liniare 


(exprimate într-o anumită bază) să fie liniar independentă este. ca 
rangul matricei coeficienţilor să fie egal cu m. 


m 
În adevăr, relaţia de dependenţă liniară, ne dă Sha e“ (x) = 
al 


m m 

= Y ha dz'=( $ Aa a; |zi = 0, relație care trebuie să aibă loc 
asl a=l 

oricare ar fi componentele zi! și deci sistemul 
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acesta este un cae liniar şi omogen de n ecuaţiiicu m necu- 
noscute Àz, ... El admite numai soluția banală dacă este 
compatibil unic draak proprietate care are loc dacă rangul 
matricei sale este egal cu numărul m al necunoscutelor. În conclu- 
zie, trebuie să avem m <n. . 

Teorema 2. Condiţia necesară şi suficientă pentru ca m forme 
liniare Oa («a=1,..., m) să fie liniar independente este ca ele să 
poată lua valori arbitrare, 

Să considerăm sistemul (5.12) w* (= =a; x*=b". Dacă for- 
mele & au fost presupuse liniar independente, rangul matricei coe- 
ficienților este egal cu m (teorema 1), deci în sistemul (5.12) 
toate ecuațiile sînt principale și sistemul este compatibil, orice 
valoare ar lua termenii liberi (b*). Condiţia este deci necesară. 

Reciproc, să presupunem că formele liniare considerate pot 
lua valori arbitrare; în acest caz trebuie ca sistemul (5.12) să fie 
compatibil, oricare ar fi termenul liber (b°). Să presupunem că 
rangul matricei coeficienţilor este p<m şi că determinantul prin- 
cipal este (5. 13). Condiţiile de compatibilitate vor fi date de (5.14), 
şi ele trebuie să fie îndeplinite oricare ar îi valorile lui b%. Luînd 
b, b2, . . . , bP =0, aceste condiţii se reduc la P: W=0(k=pF1,. m) 
şi ele nu pot fi satisfăcute pentru b arbitrari, deoarece P0. 
Va trebui deci să avem p=m și deci condiția. este suficientă. 


10. APLICAŢII LINIARE. Unei aplicații liniare (Ta:Tp >T p 
i se asociază odată cu două repere & și A’, respectiv ale lui T, 
Şi Tw o matrice A numită matricea aplicației. 

Matricea A a aplicaţiei T, este definită prin A=&' I T,&. 
Din această relaţie deducem că și reciproc, fiind dată matricea 
A: R*—R” şi respectiv bazele & şi R’ ale lui T, și Tẹ, acesteia 
în condiţiile date, îi corespunde aplicaţia T =8'AR-1, Vom 
demonstra acum următoarea 

Propoziţie. Aplicația de mai sus: T,—>A, definită pe mulţimea 
aplicaţiilor şi cu valori pe mulţimea matricilor, este un homomor- 
fism, adică verifică condiţia 


Pi: Te'Ta—>B A=e(1»): p(Ta). 


În adevăr, fie spaţiile vectoriale T,, Tw, Ta», aplicaţiile 
Ta: Tao Tm, Toi Tm — Im” şi respectiv bazele 8, R’, A”. No- 
tăm cu 7e=T>:Ta şi cu C matricea acestei aplivaţii. Rezultă 
deci că A=6R IT, R, B=R" IT, R, BAR IT, R' R IT, R= 
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=8" Te Ta R 1=C, cu aceasta propoziţia este demonstrată şi 
deci avem diagrama comutativă: 


SS rca Te i L 
E EA N Pete A ai 


+11. EXPRESIA ANALITICĂ A UNEI APLICAȚII LINIARE. 
O aplicaţie” liniară. este cunoscută dacă se. cunosc 'valorile ei P 
vectorii bazei mi; 8-3): ei 


N 


Tate) aj fep E 


Scalarii a? poartă nurăele de ceha aplicației, valoarea apli- 
capiel Ta pe vectorul xi=zie, este deci T,(X)=T,(x'e;) =x “Ta(e)= 


=ziaj e; =y7 ej „de unde deducem „ecuaţiile aplicaţiei, scris în 


bazele date: patat, d n i 


O aplicaţie liniară Tat Ta—> Ta (a lui “Ta în el însuși) se mai 
numeşte şi transformare liniară. Matricea asociată unei transfor- 
mări liniare este deci o matrice pătratică şi reciproc.. Q transfor- 
mare liniară se numeşte proprie dacă matricea transformării este 
nesingulară. Prin urmare formele: wt 'care definesc transformarea 
sînt liniar independente. Determinantul transformării poartă 
numele dë modulul transformării. O stie de trânștormare este 
notată simbolic” prin: i-a Pta al PA ie EN ga a 

iioi E: ca i east ie o RNE ET 
a ia To Ta Xe Tae mie ma pie 


Li $ z i pp ca în dea ? AEN E 
yri aR S AN e OE nS , i 


u 1 


"Are loc 'următoărea E ies ae 
Propoziţie., Mulțimea. transformărilor, liniare proprii: le ümu 
spațiu. vectorial Ta) formează, grup. o r 

Demonstrația acestei propoziții rezultă; imediat din propeti, 
tea. că mulțimea matricilor pătrate. de ordinul- n nesingulare for- 
mează, grup, iar. compunerea transformarilor r revine la compune- 
rea matricilor acestora. . i., i însa ca fe ea zeta arte 000 del, re înc VE 
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Ta Te &-? 
m adevăr, x =y= Taz =, Zz = Ty = TIT, şi Ky 


A & 8&8- B A 
(29) — 9) — y£ (y) — z — z, Ta=ĝAR, T= BR, 
T,Ta = ABRIAR AR = SBA8I, ceea ce demonstrează propozi- 
ţia. i - l 

Ținînd seama de icare grupului schimbărilor de baze, 
ca grup de transformări, ale lui T„, deducem că reciproc orice 
transformare liniară proprie determină (prin matricea transfor- 
mării) o schimbare de baze. 

Rezultă deci că grupul matricilor pătrate de ordinul n, ne- 
singulare, nu este altul decît grupul GL(n, R) al schimbărilor 
de baze. 

` Să considerăm acum o transformare liniară T,, două baze 
R și R’ ale lui T, şi H schimbarea, de. baze corespunzătoare. 
Transformării Ta îi corespunde în cele două baze matricea A, 
respectiv A’. Deducem deci diagrama comutativă 


din care rezultă că: | mioo 
A'=HAH, (5.16) 
relaţie care, în coordonate, se traduce prin: aj Ht =H? af. Rezultă: 

Propoziţie. La o schimbare de bază în Ta matricea A a unei 
transformări liniare T, se schimbă după formula (5.16). 

Matricea A’ se zice asemenea cu A dacă există o matrice re- 
gulată H astfel încît să aibe loc (5. 16). Relaţia de asemănare în 
Mya este o echivalență, două matrici asemenea au același rang 
şi același determinant. Toate matricele asociate unei transformări 
liniare T,, în diferetele baze posibile 2, sînt asemenea, au același 
rang şi acelaşi determinant. 


Fie Ta: Ta = Ta -o, transformare liniară, IUT) mulțimea 
matricilor asociate ei prin raport cu diferitele baze ale lui T, şi 
M o mulțime oarecare nevidă. O aplicație O: M(T)=M se nu- 
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meşte invariant (absolut) al transformării T la schimbări de: baze 
în Ta dacă este o aplicație constantă. f 

Pentru o mulțime M dată, o astfel de aplicație. at, unic 
determinată de imaginea sa, motiv pentru care D se identifică 
cu această imagine, numită de asemenea “invariant al transfor- 
mării 74. Rezultă deci: 

Teoremă. Rangul şi determinantul. unei transformări liniare Ta 

Determinantul matricii “asociale - unei ‘transformări liniare 
este numit determinantul transformării : respective; O transfor- 
mare. proprie se zice 'de, speța întîia, respectiv a doua, după cum 
determinantul său. este pozitiv. sau : negativ. Mulțimea Gl*(n,. R) 
a. matricilor cu determinant pozitiv. (corespunzătoare transformă- 
rilor de speța iîntîia) este un subgrup al grupului Gl(n, R)  -..: 


12. REDUCEREA MATRICEI UNEI TRANSFORMĂRI LI- 
NIARE LA FORMA DIAGONALĂ. Matricea unei transformări 
liniare T, depinde de alegerea bazei lui T„. Se pune problema de å 
găsi o bază față de.care această matrice să aibe;o formă cît mai 
simplă şi anume forma diagonală. 


MO... 0 
aw S E le (5.17) 
0 O.A | 


Ţinind seama de expresia transtormării în această bază, avem: 

_ Teorema. Condiţia necesară și suficientă ca matricea transfor- 
mării liniare T, să poată fi adusă la forma apoi (5.17) este să 
existe o bază s, în T, şi n elemente ^, X2,..., AseK astfel înctt 
să avem Tai = ey. 

. Matricea unei transformări liniare poate fi adusă la forma dia- 
gonală dacă şi numai dacă transformarea are n vectori proprii li- 
niar. independenți.. Elementele de pe diagonala principală din 
forma diagonală sînt atunci valorile proprii corespunzătoare. Ma- 
tricial, relația de mai sus deviņe: 


(4—A)X= =0, sau, sub formă dezvoltată 


(a ce inc MII m IER e 
az! +a A)r? + e. taga” | | E .. (5.18) 


aai paa +.. a Ogaa =À. 
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Acest; sistem fiind liniar şi omogen „are soluţii :diferite: de cea ba- 
nală dacă şi numai dacă matricea sa: A— AF are rangul mai mic 
decit ny adică dacă . `- - . e Re 


vi: E ie 


: oz ia Ji S visata tă A 
Stea aaa dă J a. Alertas i oy | 
` n2 2 2 gi x 
a a —À. „a . . j i : 
l ZA 4 1 2 d n = 
Spa Ri ta E Ia A Sic dia =0.. îi C i (5.19) 
an a. E: soq) ; Po y g 


; n Budd pi sap ae il 
Această. ecuaţie se numeşte canti caracteristică, iar primul 
său' membru, polinomul- caracteristic pentru.. matricea A sau 
pentru transformarea. liniară. T, Rădăcinile: ecuaţiei caracteristice 
sint: valorile proprii pentru 'A.. Șirul Ars a e -e ‘An al tuturor:va- 
lorilor proprii, socotite de atîtea ori cît este ordinul lor de multi- 
plicitate, „constituie spectrul matricii A sau al transformării T,. 

Polinomul caracteristic, notat PO). are gradul n; Și se poate scrie 
sub forma: 


PO) DA aaa păr 24(21Pâ0), (520) 


unde 5, ; (i=1, 2,..., me este suma minorilor diagonali de ordin 
i ai matricei A i 


moasa kat 7 sje Ho 
= 1T w An-2= 2 p2 Kis n A 
ai az an-ı 4, 
-..3 S=|Al. 


1 


` Teorèmă. 'Două matrici asemenea au dcelași polinom caracte- 
tistic, deci şi același spectru. Polinomul caracteristic este invariant la 
schimbarea bazei. ` 

„În adevăr, |A'—AI|=|HAH1—|=|H(A— ADH 

=lA—MI. Pentru determinarea valorilor proprii (spectrului) şi 
a. vectorilor proprii alegem o bază & rezolvăm ecuaţia caracte- 
riştică (5.19) și introducem pe 'rînd fiecare rădăcină à; a acesteia 
în sistemul (5.18), găsim vectorii proprii corespurizători. 
 Meoremă. Vectorii proprii corespunzători urici rădăcini 4 a 
ecuaţiei caracteristice formează împreună cu vectorul.nul un sub- 
spaţiu vectorial V, al lui. T, de dimensiune cel mult egală cu multipli- 
ciiatea rădăcinii ^. 


În adevăr, V; este mulţimea soluţiei ' ecuaţiei (A —11)(2)=0, 
adică nucleul transformării liniare 7„—Me, subspaţiu al lui T}. 
Fie dim V;=k şi m, multiplicitatea lui A. Fie (e. ,..., €n) o bază 
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a-lui:7, astfel ca. e, .!. ep să sé găsească în" V,. Avem Tea =Aea 
(a=1;. <., k) iar matricea- A, a transformării: Ta în. aceasta bază 
este: ; À E ' ooo na 


' ' A 9.. . 0 ar41 . .. i 
po AND CE Ci a NIN st a 2. e îi 
0 Ài .... 0 » kl. . a Ă 
PAI pu ca i pa za i .. ia î t; | LI 
7 E . z . r 
5 de ARE aa k 
i 0, 0 M Akl. ' 
i k k+l a 
E 0 0... 0 ata. n 
TE 7a OR 2 ? a 
i . s l E n f a e 
0 0....0, axa... a 


Prin! urmâre p= =(Ai— — Aq); rezultă k<iij În paiticilar, utiei 
rădăcini simple â 'ecuajici caracteristice îi corespunde un subspațiu 
propriti cu o singură dimensiiine;. U: 

' Teoremă.:'Dacă vectorii proprii’ Vi, “Va <». Vp corespund la 
valori: proprii: diferite An Aaa > e e Ap 'ătănci ei. sînt liniar independen fi. 

Teorema- sei! denionstrează „Prin. inducție” astfel. Pentru p=1 
ea este evident adevărată. Să: presupunem că este ` adevărată și 
pentru p—l1 şi să o: denionstrăm pentru p. Fie Vu Va... Vp liniari 
depeadenţi,! "deci există al, a? , cany weR nu ` toţi nuli, astfel: ca 


> av = ==0 cu F #0 (de. exemplu). Aglicină acestui vector nul trans- 


lomaa. Ta; găsim că Za AV 0 şi deci Ap Zaiv, — Za atv, = 
-l 


p 
Y (Ap MY; cel puţin coeficientul ?(àp-- M) a9 deci Vis eee 
ial 

Vp-1 sînt liniar dependenți, ' contrar ipotezei că Vas ees Vp-1 Sint 
independenți, deci şi V1, . ..» Vp sînt liniar independenți. 

Dacă transformarea, liniară T, are n valori proprii distincte 
ea poate fi adusă la forma diagonală, căci alegînd cîte un vector 
propriu corespunzător fiecărei valori proprii, obţinem n vectori 
proprii liniar independenţi şi deci 'o bază a lui T,, faţă de care 
matricea lui T, are forma diagonală. În general are loc: ` 

'Peoreimuă. Condi fid necesară şi suficientă ca matricea unei trans- 
formări liniare să poată fi adusă la forma’ diagonală este că toate 
rădăcinile ecuaţiei caracteristice să fie în R şi. subspaţiile proprii co- 
respunzătoare să aibe dimensiunile egale cu multiplicităţile rădăcinilor. 

-Necesitatea condiţiei. Fie: &" o bază'a lui T, față de care ma- 
trica A' a transformării T, are forma diagonală și primele m; ele- 
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mente de pe diagonala principală sînt. egale. cu A, următoarele 
Ma Cu Aa Ș.a.m.d., ultimele m, cu àp; deci m-+mat .... Hmp =n, 
POAJ=(A—A)™ (A— A) . . . (Àp— A), p 
Din definiția lui A' rezultă că Tae =MħMer(}'=1,..., m) şi 
deci subspațiul propriu Vis corespunzător rădăcinii ^, conține 
vectorii ey (i'=1,..., mı) ai bazei şi deci dim Vi >m. Cum m 
este multiplicitaţea rădăcinii A, avem și dim Vi <m; şi deci dim V, = 
=m. În mod analog, subspațiile proprii corespunzătoare celor- 
lalte rădăcini au dimensiunile egale cu multiplicitățile rădăcinilor. 


Suficien ţa condiţiei. Fie M, Az.. » Àp toate rădăcinile ecua- 
ţiei caracteristice cu multiplicităţile respective Mi Ma... Mp 
(ma +ma+ ... +m, =n). Să presupunem că subspaţiile proprii Vu 
Vas cea Va corespunzătoare au dimensiunile m, mz,..., Mp. Con- 
siderăm vectorii proprii e1, e2, ..., €n aleşi astfel. încît primii m, 
să formeze o bază pentru V,, următorii ma o bază pentru Va ș.a.m.d. 
Să arătăm. că ei sînt şi liniari independenţi. Fie relaţia ate, =0, 
notăm cu vı suma primilor, m, termeni, cu va suma. următorilor 
Mg, Ş.a.m. d., obţinem p vectori Vi, Va... Vp situați. Epocii 
în subspaţiile Vu Va...» Vp şi care satisfac condiţia vi-+va+ . 

. +Vp=0. Ei trebuie să fie toţi nuli, căci dacă q <p dintre ei 
ar fi nenuli, atunci. aceştia ar fi vectorii proprii corespunzători la 
rădăcini distincte ale ecuației caracteristice şi deci liniar indepen- 
denți, contrar relației de mai sus. Din v; =0 rezultă «l! =&?= ... = 
=g" =Q, şi în mod analog toți coeficienții œ sînt nuli. Prin urmare, 
&'(ey) este o bază a lui T, formată din vectori proprii ai lui T, şi 
deci față de aceasta A’ are fòrma diagonală. 


13. ECUAȚIILE UNUI SUBSPAȚIU VECTORIAL V,-AL 
UNUI SPAȚIU VECTORIAL Ta Am arătat în § 2, pct. 12 că re- 
lațiile (2.7): 


p , : 
x= £ di te, (a=1,...,p; i=l, TERRA n), 
a=1 i 


definesc o reprezentare parametrică a lui V, (paramet parcurg 
corpul R). 
Dacă se elimină cei p parametri gs între cele n ecuaţii (2.7) 
se obţin n—p relaţii independente de forma 
ug T 1—0, (a=1,.. .... n—p). | 621) 


Invers, dacă n—p relaţii de forma (5.21) sînt independente, 
ele definesc un subspaţiu vectorial, de dimensiune p, al lui T}. 
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În adevăr, ecuaţiile (5.21) permit exprimarea a n—p variabile 
zi (numite principale) ca funcţii liniare de cele p rămase, fie, de 
exemplu: | | 


= Ý Ca a, (a=1, ..., pi ap, on) (5.22) 


as=1 


Variabilele z* («=1, ..., p) putînd lua valori arbitrare, ecuaţiile 
(5.22), definesc într-adevăr un spațiu vectorial de dimensiune 
p; este suficient să punem z* =, («=1, ..., p), pentru a obține 
o reprezentare parametrică de forma (2.7). 

În rezumat, un subspațiu vectorial de dimensiune p al lui 
Tna, poate fi definit sau cu ajutorul unei reprezentări parametrice 
de forma (2.7) sau cu ajutorul a nP Sei: liniare iu dependente 
de forma. (5.21). 


După cum rezultă de aici, 'se disting. în studiu două căi de 
lucru, una vectorială și alta covectorială numită și scalară. 


pr 


CAPITOLULII 


SPAŢII VECTORIALE CU n DIMENSIUNI 
| „ (CONTINUARE) 


$ 6. TENSORI AFINI 


1. NOȚIUNI GENERALE DESPRE FORME MULTILINIARE. 
Fie 7, un spaţiu vectorial oarecare. Vom numi formă multiliniară 
h 


pe Ta X ... XTa= X Tn 0 aplicație f : Ta X ...X T„—R liniară prin 
raport cu fiecare argument. 

Să presupunem că, în general, spațiul T, este raportat la 
baza &(e;). Prin urmare, oricare ar fi vaeT,, rezultă v„=zie, 
(ale ses hi j=l; so n). 

Propoziția 1. O formă multiliniară este cunoscută dacă se 
cunosc valorile ei pe toate sistemele de vectori ai bazei. 


În adevăr, fie f(e; ,..., €j )=4; <+. - 3 atunci deducem că 

F(Yi s.. æ.39 Va) =a; -> . -Ja xi e.e o Lia 3 (6.1) 

prin urmare, forma este cunoscută. Invers, fie n? numere Ai eein 
h 


formula (6.1) defineşte o formă multiliniară pe X Tp, pen- 
tru care aceste numere vor fi valorile formei pe sisteme de 
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vectori -ai' bazei. Aceste numere poartă numele de coeficienţii for- 
mei f (sau componentele sale), în raport cu baza &(e;). 

Să presupunem acum o schimbare de bază dată prin formula 
ey=aie,. Impunînd condiţia ca Valorile formei să fie invariante 
la o astfel de schimbare, deducem că coeficienţii formei f se schimbă 
după formulele: . 

; R EEEE (6.2) 
numite formulele de schimbare a componentelor formei f, față 
de o schimbare de bază. `>- a să 


-Propoziția 2. Formele multiliniare f: xT 2R constituie uh 
spaţiu vectorial de dimensiunenă. `; > 


În adevăr, suma a două aplicații liniare și produsul unei apli- 
cații liniare cu un scalar se definesc în mod obișnuit, sînt apli- 
cații liniare şi verifică axiomele spaţiului vectorial, deci constituie un 
spaţiu vectorial. Dimensiunea acestuia se deduce, de exemplu, 
din proprietatea că coeficienţii, 4,...:, sînt arbitrari. Notăm 


acest spaţiu cu BT.. 


2. PRODUSUL TENSOBIAL A DOUĂ FORME MULTILI- 
LINIARE. Fie f o formă multiliniarä definită pe X Ta şi g o altă 
formă multiliniară definită pe x Ta. Vom defini o formă multiliniară 


pe x 7 punind: . a ate 
h(x» s.. Xù Jb». sa yore eae xa) 90 . oya 


Forma h definită astfel poartă numele de produsul. „tensorial 
al formelor f şi g și se notează prin;f&g. Rezultă deci că produsul 
tensorial este '0. aplicație şi anume aplicaţia, -i a să 


e: pie. e E 


Din definiţia dată mai sus rezultă că acest produs e este asociativ 
și. 'dublu distributiv- în rapořrt'cu adunarea. :: 


3. DEFINIȚIA TENSORILOR AFINI. Vom numi tensori afini 
de tip: (=) aplicaţiile multiliniare t: (x T,)X(X T:)>R Vom zice 


t05 


că ei sînt ataşaţi spaţiului vectorial 7,. Un tensor afin de tipul 
(=), atașat spaţiului vectorial T,, poate fi caracterizat, în fiecare 


bază S(e,) a lui Ta, prin nèt? numere (elemente din corpul R 
peste care este construit spaţiul Ta), numite componentele sale. 
Acestea sînt: 


f: (Cp ai e, ; REEE (Ep dap A prea e’k )= 
E E Lee Jk 
S . 


4. SCHIMBĂRILE DE COMPONENTE LA SCHIMBĂRI DE 
BAZE. Fie schimbarea de bază e,=aie, aceasta induce pentru 


baza duală schimbarea e” =a} ei, ‘Componentele tensorului t refe- 
ritoare la noua bază sînt 


“o... Fr jh f 
Îi EE CAE es e ,... et)= 
i. î i Jk jı E O că 
=li . e ai "aj e e o ajy t(e;, 3... e; e 3 e... e k), deci: 


jida ù a Pa 
li. See e Ait Ajy e. 


Fr ji sc . ji 
. ai, f, TRENE 
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Acestea sînt formulele căutate. Putem deci enunța următoa- 
rea 


Teoremă. Pentru ca un sistem de n”** numere (funcții de baza 
lui Ta) să poată constitui componentele unui tensor afin de tip (5 este 


„necesar şi suficient ca faţă de o schimbare de bază, ele să se schimbe 
“prin formulele (6.3). 


5. OPERAȚII CU TENSORI. Pentru a construi algebra tenso- 
rilor afini, vom preciza următoarele operații cu tensori. 


` A). Din definițiile date pînă în prezent, deducem că mulțimea 
teusorilor afini de tipul ( ) formează un spaţiu vectorial peste R 
(corpul lui T7,). În adevăr, tensorii afini fiind aplicaţii, adunarea 
lor ca şi înmulţirea cu un scalar se definesc ca adunarea și înmul- 
ţirea cu scalar a. aplicaţiilor. Se. verifică imediat toate. axiomele 
necesare spaţiului vectorial. Acest spaţiu vectorial, notat cu T, (4 2). 
are dimensiunea n?*2. O bază a sa poate fi dată prin aplicațiile 


cas | i i b 
Ej.. jy E (Ca, oeeo Caps eh, p. EPa) — Òa, ... da, die e e Dga 
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Aresta sînt T Presupunem contrariul, că există 


1° 3 is. 
Gi i? astfel ca Gu... tega fi (piece Voi Ol... 07=0eR 
oricare” ar îi vişi ci. Fie deci vi=e, o =e), 


reee j hee ig id. îi = l 
Ghe em scap eh, nete )= l 


; a weed 
=... ja dă . s? aay A . a =Ca... =0, 


Rezultă deci că aplicaţiile e sînt liniar A IPSEN Să ară- 
tăm acum că orice alt tensor este o combinaţie liniară a acestora. 
Fie tensorul t cu proprietatea că (e, ..- a ip e... elg j= 


eji i 
ak. at, să construim tensorul. Î astfel + Ee aa a 


A Bi îs x A i i SEET e‘ 
breee b a 


Tai: a, e... o 


Valorile acestui nou tensor, pe vectorii bazelor sînt 


b... b je ...Î 
Mai sis. ei eh, n,o =la, leci apoak =f, 


aceleaşi cu cele ale tensorului £, prin urmare, cei doi tensori coincid, 
... 3 i .. i 
adică tal si du ej. ep 7 constituie deci. o bază; 


B). în ulfirea tensorială a aplicaţiilor multiliniare ne con- 
duce la înmulţirea: tensorilor, care este o aplicaţie Ta(3) X Ta(5)— - 


Ta (65a). 


Din definiţia produsului, ca şi “din valorile aplicaţiilor respec- 
tive pe vectorii bazei, rezultă că între componentele tensorului 
produs şi ale tensorilor factori există relaţiile: 

E i a pn r.e op Î e a. d me em 
Dei zih e e E d o e | SA 

C). În mulțimea OAR afini micşti (adică cu: indici şi de 
covariantă 'și' de contravariantă) se poate defini o nouă aplicaţie 
C: Ta(2)— Ta(221), prin care după cum se vede, ordinul tensorilor 


scade cu două unităţi. Această aplicaţie este cunoscută sub numele 

de produs contractat sau interior, sau contracție. Peni 
Definiția. contracției Sl totu este următoarea, Fie: eT, s} 

avem; deci - , 


E SA Ei 2 ; : e 


E Ei (Vi ei. .3 vol >... ee Va SM Vp iii ca %1), 
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_cu 


`~ 


; pAr y j RI: E, iaz n rotii 
te, > a... Cip ek, eee g elf eode, Vom defini 


l _ l E AR. DE 
l=Ch(DeT,(224) prin t: (eis. ees ip: ei,..., €h, 


j ~ l aj Aj : j def 
sE a)i sene Ciga ee It: Pa a eh ,,,,, 63) = 


HÈ res, e e, ; ef e... e0). 
z= lo oo Myers Ip joe.. J...) 


în formulele de mai sus prin , notația e, am marcat că vectorul 
€,, nu figurează în sistemul de vectori (e, ..., ei...) etc. 

Observaţii. a) Se numește contracție operaţia care constă. în 
a alege doi indici, unul de covarianţă celălalt de contravarianţă, 
a-i egala şi a suma în raport cu aceşti indici repetaţi de două ori. 
Contracţia a doi indici ai unui tensor. de ordinul Ptg gonercază 
un tensor de ordinul p+q—2.: 

b) Operația de contracție, definită cu ajutorul unei baze, 
nu depinde de baza aleasă. Se poate arăta imediat că valorile lui 
tı, calculate pe un sistem de vectori şi covectori, sint independente 
de baza în care ele àu fost calculate: 

e) Dintr-un acelaşi tensor teT,(2) putem obține prin contracție. 


mai mulți tensori he Ta (7) distincţi, după poziţiile pe cale le 
ocupă. indicii i, și J+ 'În general, numărul acestora este. egal cu 
p4. 

d) Dacă un tensor are mai multe perechi de indici, în care ü 
este covariant şi altul contravariant, se poate repeta operația de 
contracție în raport cu doi cite doi indici, definită mai sus, de 
mai multe ori. 

e) Operaţiile de înmulţire și contracție pot: fi aplicate simultan. 
Prin înmulţire ordinul tensorilor crește, iar prin contracție, scade. 

- £) Înmulțirea cu scalari poate fi considerată ca un caz .spe- 
cial de înmulţire, dacă vom conveni să, numim. scalarii tensori de 


tip ul(0)- 


“6. ALGEBRA TENSORIALĂ. Mulțimea tuturor tensorilor 
construiți peste un spaţiu vectorial Ta poate fi organizată ca o 
algebră. În acest scop va fi necesar să definim o'sumă formală 
între doi tensori de tipuri în general diferite, şi anume: fiind daţi: 


tensorii ((2) și 4(*), dacă sînt de acelaşi tip îi adunăm după legea 
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definită mai sus în caz contrar scrieni formal suma (2), 


înţelegind priă această scriere: doar perechea (1(3), £). Ektinzînd 
prin recurenţă această! operație. putem considera 'mulțimėa ` 
T(Ta)= ET, 1) = a) pi(e)+ 3 au. He a); elementele aces- 
tei mulțimi poartă numele” de agregate. . 
“Astfel fiind, definim. suma a două agregate ea fiind agregatul 
format 'din tensorii obţinuţi prin sumarea'! tensotilor fe acelaşi 
tip din Fea ea termeni. 


Dior e iai 


scalarul respectiv a tuturor tensorilor aaa dat. 
„ Produsul a două agregate conduce. la un agregat. El se efec- 
tuează formal după regula de înmulţire a polinoamelor. . . i, 
Cu aceste operaţii, mulţimea T(T,) a agregatelor este structu- 
rată ca algebră; se pot verifica imediat. axiomele algebrei. 


„i, Zi FORME SIMETRICE ȘI FORME ALTERNATE. STENSOBI 
SIMETRICI ȘI ANTISIMETRICI . SI | 
. Definiţia I. Fie dată forma p-liniară. f: ü TEREE v ho e e e Vik 
eeo Vp) f(Vi ee eo Vase Vie Vp). Această formă se nu- 
mește simetrică în indicii h şi k, dacă are loc proprietatea. | 
(RR A a ARE .)= Sf. ies Vie Vm ee); 


adică dacă prin schimbarea vectorilor de pe locurile h şi k între 
ei, valoarea formei nu se schimbă; - oei 

Pentru aceasta este necesar. și: suficient ca proprietate să 
aibă loc pentru vectorii „Bazele, deci 


flu sânt SR. ir, nem (04) 


vA G;, . EAE P "7 =a; + sipe ie iip ; = (6. 4) 
şi reciproc, dacă între. coeficienții. formei există relații. de această 
formă, atunci ea este, simetrică. 

Definiția II. O formă p-liniară f se nuzăeşte complet simätrică 
dacă ea are valori egale. pe orice sisteme de vectori deduse unul 
din altul printr-o permutare' oarecare a acestora. 

Pentru ca această roprietate. să aibă loc, este necesar şi 
suficient ca vâloarea pir coeficient * a. -i ip să nu depindă 
decît; de ansamblul indicilor (irs... . + iz). nu „Şi de, ordinea acestor 
indici. Prin urmare, dacă doi coeficienți oarecare ai formei au 
aceiaşi indici, scrişi: în ordini. diferite, ei sînt egali.: ati dei 


adică | 
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În. adevăr, din (6.) rezultă (6.4') pentru gricei,, i, şi reciproc. 
.„... Din definiţie rezultă că dacă n=(z(1), . . . n(p)) este o per 
mutare oarecare a, numerelor (1,...,p),. avem | 


fY ees va) =f%a a ++ +» Va (p3) 


Definiția III. O formă p-liniară f se numeşte alternată în 
indicii h şi k, dacă oricare ar îi-sistemul de vectori (Vase ei Vp) 
are loc proprietatea 


z DE a a 
Venea 65) 


“Aplicînd această proprietate vectorilor pazl, se deduce ime- 
diat că între cóeficienții formei au loc relaţiile: 


je 


du . .. Li ei ss ajes . i ptQu .: aien dp e. i,=0, (6.5) 


şi reciproc,. dacă aceste relații există, atunci forma este alternată. 


“Definiția IV O AAA p-liniară f se numeşte complet alternată 
dacă avem f(v,;.. i» Va > să ori MAG cite ori vectorii V; sînt linan 
dependenți. 

Formula Wv. ES Vhs UA as N gra ..3 vdt Eaa Va e o o 
ETRA E a R o ne arată că valoarea unei astfel de forme se 
schimbă în opusa sa, dacă se schimbă doi vectori între ei. Rezultă 
deci. că are loc proprietatea (6.5) pentru orice pereche. de indici. 
Dacă iu UA . n(p)) este o permutare . oarecare a. numerelor 
(1,2,....;p) şi f este o formă (complet) alternată, avem: 


fata» + + Va) Sign Tf(v +. Va) (6.6) 
unde sign x este semnul permutar m, care a 1 sau —1 după 
cum se trece de la (1,2,...,p) la (x(1),...,(p)) printr-un 
număr par sau impar de transpoziţii. 

` Coeficienţii a, ...;, ai unei forme alternate, sînt caracteri- 
zați prin proprietatea de a fi antisimetrici. Ei se schimbă în opușii 
lor dacă se schimbă doi dintre indici. 

Observații. 1) Vom spune, prin definiție, că scalarii, .consi- 
deraţi ca forme de ordinul zero, ca şi formele liniare, considerate 
ca forme de ordinul întii, sînt. în acelaşi timp și simetrice și alter- 
nate. 

.2) Mulțimea formelor simetrice de gradul P constituie. un 


spațiu vectorial ST; peste corpul R, întrucît suma a două forme 
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simetrice este tot; o formă simetrică, iar. produsul unei forme 
- simetrice cu un scalar este tot o formă simetrică. Lăsăm în seama 
cititorului să verifice axiomele spațiului vectorial. Acest spâţiu 


p A 
este un subspațiu al spațiului Q7, al tuturor formelor de gra- 
dul p. 


? 
3) Spaţiul formelor alternate. Vom nota cu A Ta mulțimea 
tuturor formelor p-liniare alternate. Acesta este de asemenea un 


p 
subspațiu al spațiului QT4. În adevăr, suma a două forme alter- 
nate este tot o formă alternată, iar produsul unei forme alternate 
cu un scalar este tot o formă alternată şi verifică axiomele spa- 
țiului vectorial. 

4) O formă alternată de grad p, mai mare ca n, este neapărat 
nulă. Rezultă deci că forme alternate de grad p nenule nu por fi 
decît pentru p <n. 

5) Se poate arăta şi direct că proprietăţile de simetrie, res- 
pectiv de antisimetrie, ale coeficienţilor sînt invariante față de 
schimbările de baze, ele sînt deci specifice tensorilor care le posedă. 


PROBLEME J EXERCITII- 
aines I ; je 
1. Fie h o aplicație liniară -a unui spațiu vectorial T, într-un 
P? 
spațiu vectorial 7, şi f un element al lui 'QT$5; atunci aplicația 
at h*f : (e, . ..3 ep)— f(hau,; . .'.:3 hep) 


este o formă p-liniară pe T,; h*f se numeşte forma imagine reci- 
procă a lui f prin h. 


ba Aplicația h*: Boii este 0 Sp calea liniară a lui: Or: 
în GT, | iii: 


3. Dacă help atmidi hola e. 

074 P 
o Dacă k este o aplicație liniară :a ul, Ta în Ta atunci 
(k'h)t=h*k*, 0 | 


i 1 


ESTI 


: 5. Dacă h este un izom orian Ea la Te pe Tin (m=n), h* 
este un izomorfism de la STA pe A şi avem: E tă 
(h*y1=(h1)*. 


-$ 7. ELEMENTE DE ALGEBRĂ EXTERIOARĂ . .- 


' 1 AGREGATE DE: FORME ALTERNATE. Plecând de la 
observaţia că forme complet, alternate: nenule, de. grad p există 
numai pentru p<n, poate fi definită suma formală. (egală cu 
mulțimea. sistemelor ordonate, „după i de n+l. forme exte- 
rioare), K : in AE RT în cu 
> i OO’ B Pit 

A(Ta= § A Th 

p=0 

elementele acesteia vor fi numite agregate de forme alternate. 


Mulțimea A (Ta) poate fi dotată cu structură de algebră; 
pentru aceasta vom defini suma a două agregate 


f=hkf.+ ... + fa 
J=þot nt kg 


ca fiind agregatul ai cărui termeni sînt sumele termenilor omo- 
logi din agregatele date: 


ftoft ott «= Heo). 


Produsul unui agregat: f cu un scalar A este agregatul ìf, 
avînd ca termeni produsele cu à ale termenilor omologi din f 


Af =Af +A) - . Ofa). 


Cu aceste două „legi de compoziție A Ta este spaţiu vectorial. 


„ Pentru ca A (Ta să devină o algebră, este necesar să definim . 
un produs: Acest produs poartă numele de produs exterior. Pentru 
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definirea ' produsului exterior al agregatelor, vom defini mai întîi 
produsul exterior a două forme multiliniare alternate astfel: 


. 2 PRODUS. EXTERIOR. Produsul exterior a două forme 
multiliniare alternate f şi g este forma- muliilniara Alt(f®g) şi se 
notează prin Alt(f8g9)=f A g.* 


` Produsul exterior astfel definit este evident asociativ şi dublu 
distributiv prin raport cu adunarea;i el nu este însă comutativ: 
Dacă f este o formă p-liniară alternată definită pe T, și dacă g 
este o formă q-liniară alternată definită pe Ta avem: . 


g Af=(—1)”f ^g. 
Aceasta rezultă imediat; din formula ăi 
 TOg9(Vu Va e e e 3 Vasa) =9IBf(Voar e =: Voia Vis see. Vp) 


şi din faptul că signatura permutării (p+-1, e.c PEQ l,e.. p) 
este egală cu (—1)P2 (vezi probl. 1). 
Cu definiția dată rezultă că există aaa 


EEN DEA 5) (A TIFA JEN Ta 


“Vom, defini acum produsul a două agregate, după . regula 
polinoamelor şi :vom obţine tot un agregat, (ocoale se face prin 
formula: :. 


fAg= =(fo+fu+ . E fa) A (ata. j F ZRA Jo+-fo A SE i 
e CI AIE ga+fa A Jo+ . UA date ee tfa A J= 


ÎN 2 au 


= y, ANg: gi 


$, Î=0 


Cu acest produs mulțimea A (Ta) este o algebră, numită 
algebră exterioară sau algebră Grassmann, şi constituie un exemplu 
de algebră graduală. 


În particular, produsul exterior: f!A fA ... Af? a p forme 
liniare ff, definite pe același spaţiu T,, este forma f cu coeficienţii 


fa... ip=det( fi) =detfi, fas os B) 
1 
* All f(y... YVp)= at Zisign T 'f(Vrna) »- -> Vrp). 
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Propoziţie. Forma f este nulă dacă şi numai dacă formele Li 
sînt liniar dependente. 


3. LEMA LUI E. CARTAN. Cu referire la: formele liniare, 
este cunoscută, sub numele de „lema lui Cartan“, următoarea 


Teoremă. Dacă f}, f?,. of sint p forme liniare, liniar inde- 
pendente, definite pe T,, iar ọ!, q?,..., ọ?, alte p forme.liniare 
care verifică una din relaţiile: 


a) Zif'g'=0, b) Y f'A gi=0, 


atunci formele et depind liniar de fi adică ọ tai! iar coeficienţii 
ai, sînt antimetria în primul caz şi simetrici în al doilea. 


4. PRODUSUL MIXT. Produsul mixt se ii într-o 
bază &, ca o aplicaţie T, — R, definită prin: 


(Xa e e e Xa)—del(z?), 


numărul real obţinut se numeşte valoarea produsului mixt pe 
n vectori Xa, sau produsul mixt al acestora; el este determinantul 
construit cu componentele vectorilor daţi, considerate în baza & 
şi luate într-o ordine dinainte dată. Această valoare (funcţie 
de vectori și de bază) nu rămîne însă invariantă, decît. față de 
schimbări de baze care au determinantul +1. 

Mulțimea acestor schimbări constituie un subgrup al grupu- 
lui GL(n, R), care se notează cu SL(n, R), şi se numește grupul 
schimbărilor unimodulare de baze (special liniar). 

Rezultă deci că produsul mixt a n vectori Xa este egal cu 
componenta strictă i++». ” a n-vectorului XA ... AXa. 


PROBLEME ȘI EXERCIŢII 


Să se demonstreze că gAf=(—1)? fAg. 
R: În adevăr 


(a) (ANV - - + Va+0)= > sign Te: 9(Vau),..., Vata). 
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Finta) o e o Vatp+a), T Paremge mainea penuu tările lui 
í, aers PEOk astfel. ea o ot 

(b) z(1)< ... <x(0) şi na+D<.. .<x(p+9). 

Să consideră permutarea «: (1,..., p+O=(p+1,. 

.;q+p; l,:.., p} avem pentru 1sisg, n(i)=r: a(p+i) şi 

si q+1 <j S<p+q, x(j)=r: a(j— 0). Puünind T: Q=, rezultă 
din':(2) -că o satisface condiţiile: `- 

(e) s(1)<... <c(p); a(prl)<.. < (P+. | 
SN Reciproc, dacă. o satisface (c), atunci r=oc:a"1 aitat 
(b) şi sign (1) =—sign (o0):sign («); dar sign (n)=(— 1 căci penie 
a, realiza permutarea œ -facem schimbarea succesivă a lui 1,...,q 


EEST 


cu q+1,. „» +» P+q, compusă din pq transpoziții. 

Atunci.. (a) se. serie | gA fas ee es Vp) = (— —1)2a Şi sign (5) 
9(Votp+2) + - - - > Vatta) € (Voua): - -- » Yom). a parcurge mulţimea 
permutărilor care satisfac condiţiile (c). În al doilea membru 
se poate permuta. în fiecare produs; S(Vo(p+D >+- , Votp+q)).. cu 
Î(Vau) >. s. « +.» Vatp)) căci multiplicarea scalarilor este comutativă. De 
aici rezultă că al doilea membru este egal cu (—1)(fA DVi 

. o Vora) şi deci relația cerută este „demonstrată. 


K 8. FORME BILINIARE. FORME PĂTRATICE 
ALGEBRICE ŞI EXTERIOARE 


1. FORME BILINIARE Printre formele multiliniare, un rol 
important îl joacă formele biliniare, 'adică formele 
Q: Ta XI, >R, 


numite şi tensori de două ori covariați. 

Ca.şi în cazul general, o astfel.de formă este cunoscută dacă 
se cunosc valorile ei pe ar de vectori. (e,,. e}: unde Rei) 
este o bază. Valorile .. i i: 


3 


(e, ea. 
poartă numele de coeficienţii formei. Aceştia, la schimbări de baze 


de forma e,=ai,e į se schimbă prin formulele 


i T ie . j Și ȘI 
ay p =, az aj. . 


8* 115 


Fie x, yeT, doi vectori oarecare,: care în baza î(e,) se 'scriu 
x=—aie, y=y! e; Valoarea formei Q pe aceşti: vectori este .. 


Q(x, y)= Q(z'e,, yie ja! y Ole, e)=zyag=reR. 


" Odată precizată o formă biliniară O: DX TI, >R, putem 
zice că ea defineşte un „produs“ în Tp . 

Pe de altă parte, fiind dată o formă biliniară, ea defineşte 
în mulțimea T,X T, o relație; vom spune- că perechile (x, y) şi 
(', y'). sînt în relație dacă .şi numai dacă. Q(x, y)= E y) 

Evident că această relație este o echivalență. 


TENSORI AFINI DE ORDINUL DOI. Formele biliniàre 
Q:TXT„—R sînt numite, după cum am văzut, tensori afini 
de două ori covarianţi peste Ta, iar: formele t: Tax Ta>R ten- 
sori afini de două ori contravariați. 

Conform teoriei generale, un tensor t de ordinul doi- 'co sau 
contravariant este simetric (respectiv antisimetric) dacă şi numa; 
dacă între componentele sale, scrise într-o bază, există relațiile 
is—ta=0 (b+tu=0), respectiv t“ —t=0 (+8 =0). 

Această proprietate este independentă de baza în care ea sé 
exprimă, 

Propoziţie, Cu referire la tensorii de ordinul doi avem pro- 
prietatea că orice tensor de ordinul doi poate fi considerat ca suma 
a doi tensori, dinire care unul să fie simetric iar. celălalt antisimetric. 
Avem deci 

“t=Sim t+ Alt t*. 


sau cu Autorul componentelor ty=ten + fiyr unde lup > 
(latin), tun= 2 (ut). În adevăr, tipi; tun=—tia şi 
ty= > (arti) 2 (lut). o 

Această descompunere este unică. În pala $ să presupu- 


nem altă descompunere t= S-A. scriem și îm SpA 
Adunînd şi scăzînd aceste două relaţii rezultă: : 


Sau Ái; =tuz. 
= Sim f(vu ..., vp)= Zi y f(Yzay saes a(p)) 
= ' 


116 


3. FORME PĂTRATICE ALGEBRICE. Să considerăm spaţiul 
Ta, raportat la baza â(€,). și forma biliniară simetrică Q : 7, X Ta — 
=R, cu Q(e,;e)=aig, (a4j=a). Să mai considerăm şi aplicaţia 
diagonală A : 7,— T,X Ta, prin care. x—(x, x). Fie 9,=O0A pro- 
dusul acestor două aplicaţii, evident Q, : T,—R; avem diagrama 


Ta oppas e 
nP 

“Al E 1i 

Taxh —>R 


Aplicația, Q, poartă numele: de formă patratióă algebrică, detinită 
pe 1, (se notează de- obicei tot cu 9). . : 

| Expresia analitică a formei pătratice Q tntr-o bază oarecare 
&(e,) ` se “deduće astfel. Fie x=xfe, un vector arbitrar din T,; 
avem Q,(x)=Q(x, x)= Q(z'e,, xlej)=—giz! Q(e;, ep) =augzizi, deci 


O (5) =at z, (dap). ad: (8.1) 


7 Formula (8. 1) poartă numele, de expresie “analitică a formei 
Q, în.baza $(e,). Evident, lao :schimbare de:bază expresia 
(8.1) se. schimbă, forma: Q, rămîne însă. invariantă, fapt ce poate 
fi dedus. și prin calcul direct, ţinînd seama de legea de transfor- 
mare a coeficienţilor lij ai formsi Q, ca şi a componentelor zf 
ale vectorului x. 

În definiţia formei pătratice Q, am presupus forma biliniară 
O. simetrică: Dacă plecăm: însă'de la o formă: biliniară oarecare 
Q’, vom putea defini o formă pătratică pe aceeaşi cale. Forma 
pătratică Qy, asociată lui Q’, este aceeași cu forma pătratică 
asociată lui ` Sim Q’. Rezultă deci că prin această generalizare 
„formală“ nu vom obţine nimic nou. 

Observaţii. a) Fiecărei forme biliniare simetrice i se asociază 
o'formă pătratică, după cam am văzut mai Sus. 

„„_ Reciproc, forma biliniară simetrică Q este unic determinată 
de forma pătratică O. în adevăr, din definiție avem Qi(x+y = 
=O0(+y, x+y)=Q(x, xj +(x, ý+, Otay Ro us) 
+2Q(x, y)+Q,(y), de unde rezultă - 


Q(x, y)= = [Q(x +y)— (x) oy). 


i 


b) Există o. infinitate de forme: biliniare: cărora li se: asociază 
aceeași formă pătratică;: tele se deduc'din una oarecare (de exemplu, 
din cea simetrică) prin adunarea acesteia cu o formă âlternată. 
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- Fiecărei forme pătratice Q, i se asociază, într-o bază dată 
&(e,), o matrice simetrică: A =(a;;), numită matricea formei 
pătratice şi construită cu coeficienţii formei, consideraţi în baza 
respectivă. Matricea A, definită aici, este considerată ca ‘o apli- 
caţie definită pe R” și cu valori în R"*. Rangul r=rang A al 
matricii A se numeşte rangul formei pătratice. Dacă r=n, deci 
dacă matricea A este nesingulară, vom spune că forma pătratică 
Q, este nedegenerată. Dacă r<n forma Q, se numeşte degenerată. 
Determinantul D(4)=lagl se BUIește discriminantul formei 
pätratice: 


: 4. IDENTITATEA LUI EULER. Din: definiţia matricii A, ca 
aplicaţie definită pe R” cu valori în R”*, rezultă că oricărui. 
vector xeR” i se asociază forma GER**, ale cărei componente sint 


1 20 

O= ly = AEN (8.2) 

Aceste componente sînt de forma valorilor unor forme liniare 

pe vectorul x, ele nu reprezintă însă forme liniare deoarece nu 
rămîn. invariante la o schimbare de bază. Din această -cauză le 
vom numi: pseudoforme liniare. Cu ajutorul lor, considerate drept 
componente ale unei forme liniare, putem scrie prin contracție 


> i 1 2 29 at 
| O.(x)= or 2 Dai . (8. 3) 
Această formulă este tigaia sub numele ge identitatea 
lui Euler. 


5. TRANSFORMANTA UNEI FORME PĂTRATICE PRIN- 
TR-0 TRANSFORMARE LINIARĂ. Să considerăm o formă pă- 
tratică O: x— Q(x), definită pe spaţiul Ta prin care punem în 
corespondență vectorului x, de componente zi, numărul real 
Ayti. Să facem acum o transformare T, a spaţiului Ta prin 
care vectorului x îi punem, în corespondență vectorul T,x=x', 
de componente z'f. Printr-o astfel de .transforniare, forma pătra- 
tică Q poate fi transformată tot într-o formă pătratică Q’ definită 
prin proprietatea că 


QTE A) (8.4) 


“Vom. căuta să exprimăm matricea formei pătratice Q’ în 
funcție de matricea formei date și de. matricea „transformării 


liniare Ty: zf>x =b Lo fia 
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Înlocuind în (8.1):pe z* cu biz” h; Thi b= 3j); avem: 
Q' (x)= aba bix Pat coat, (8.5) 


Pentru a arăta că.Q' este tot o formă pătratică, se ver ifică toate 
condițiile cerute unsi astfel de forme. zapre ezempl, forma Q’ este 
simetrică, în adevăr Car —Cu = = 445 di—adid = =(ay—ayjdid di = 
=0 c.c.t.d. 

Mitica noii forme este G= (043). Matricial relaţiile Cs 
=li; Dabi pot fi transcrise prin C= =bhayb i k, sau sub forma: 


:C=B'AB, (B=GQ:)). 


Din regula de înmulțire a determinanților deducem că D(C)= 
=D(A) DXB). De aici rezultă că printr-o transformare liniară 
proprie o formă pătratică nedegerată se transformă tot într-o 
formă pătratică nedegenerată. 

“Forma pătratică Q’ esta considerată ca transformata prin To 
a formei pătratice Q. 

Conform observaţiilor făcute la pct. 16, $2, între schimbările 
de repere și transformările liniare (proprii) există o corespondenţă 
biunivocă. În baza acestei corespondențe, putem considera Q’ (să )= 
=Cpyt' Pxk ca expresie analitică a aceleiași forme Q, scrisă însă 
în noua bază (e), dedusă din baza î(e,) prin formulelele 


ev =y e, Datorită dualității existente, putem interpreta pe Q'. 
în oricare din cele două moduri indicate mai sus. 

Rezultatele punctului prezentat pot îi reformulate, spunînd 
că prin schimbarea de bază 3—?/', asociată transformării To 
expresia analitică a formei: Q primește forma (8.5). Formele 'pă- 
tratice Q şi Q’, care se obţin una din alta printr-o transformare 
liniară, se numesc echivalente. Analog, expresiile analitice Q(x) 
şi Q'(x’) ale aceleiași forme Q scrise în "două baze care se deduc 
una’ din alta cu ajutorul matricii B, vor fi numite de asemenea 
echivalente. 

Acest fapt poate fi exploatat în sensul că, efectuînd fie o 
transformare liniară, fie spre exemplu o schimbare de reper, expre- 
sia analitică a lui Q să primească o formă simplă (numită expresie 
canonică) şi cu djutorul căreia proprietăţile formei Q să fie uşor 
de determinat. | . l | 

Altfel spus, prin mulţimea formelor pătratice echivalente 
există unele ale căror expresii sînt simple, numite forme canonice. 
Expresia analitică a formei pătratice canonice poartă numele de 
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expresia canonică a oricăreia din formele pătratice echivalente 
cu forma canonică. 

-- Mai general, clasa expresiilor! analitice echivalente ale unei 
forine Q, va fi atașată clasei formelor echivalente cu forma Q; 
această asociere nu depinde de reprezentantul Q ales. ` 


6., “EXPRESIA CANONICĂ A UNEI FORME. PĂTRATICE 
ALGEBRICE. Să arătăm acum cum poate fi găsită o bază a lui 
Ta în raporț cu care ()1:să se exprime sub o formă simplă, numită 
expresie canonică. 

Teoremă. Dacă Q, este o formă pătratică pe T, atunci există 
o bază î(î,) în care x=yf,, iar à 


O%&)= Sa o „69 


"Demonstraţie. Fie Reh, în care x=z'e; şi Q(x)= cu izi, 

„Vom presupune .că cel puțin unul dintre numerele &, este 

nenul. În adevăr, vom presupune Q, nenulă, dacă toţi coeficieinţii 
æu ar fi nuli, ar exista cel puţin un coeficient œ; nenul. , 

Fie, de exemplu, &œ12#0, atunci considerăm fanslormarèd 
bazei în care componentele g” alë lui x sînt legate, de vechile 
componente z* prin formulele w 

EE? a a _ dacă i=l, | ii 

al'—x2, dacă i=2, : 
l | z" ' dacă i=3, 4,..., no | 

Deoarece aa =&=0, coeficientul lui (21)? este «ız #0. Vom 
presupune astfel de la început că unul. din coeficienții &, este 
nenul, de exemplu, %11 70. În acest caz vom considera toţi termenii 
care îl conţin pe'zi. şi vom pune l A 


a (2t) + 20a" PE ee + Hansa” = m. parati Sa : 


; .+. . + Aint”)? — 
unde S este o expresie care nu îl conține pe a Avem deci 


9 (0) (aur Hart? .. n Fagat”) +Q Po ' (8.7) 


unde nu am transcris termenii care nu il conţin pe zi. Deci 


Mo) Dir + OE Buy, 


i Î=2 
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unde. .î.. cn i | 
t atit ant? -H ... Haint”, dacă i=], 
t a =n dacă i>l. 


Cu suma By tyf se continuă procedeul şi se ajunge astfel la expre- 
sia (8.6) din enunţul teoremei. Schimbarea finală de baze se obţine, în 
mod eviderit, ca produsul tuturor schimbă rilor efectuate, pe parcurs. 


Expresia (8. 6) se numește expresia: ‘canonică a formei pătratice. 
Teorema de mai sus arată posibilitatea. de a reduce o formă. ătra- 
şi. K) metodă. de obținere a: expresiei. canonice. Această metodă 
este cunoscută sub numele de metoda.lui Gauss*. O aceeaşi formă 
pătratică se poate reduce, plecînd de la baze diferite, la expresii 
canonice diferite, coeficienții expresiei canonice. vor, : „depinde. de 
baza. în. care este considerată. în tinal expresia: canonică, Are log 
însă următoarea: ppa E parti 200 . f 

Teoremă. (legea de inerție). Numărul: coeficienţilor iuli i iar 
dintre. aceștia numărul coeficienţilor pozitivi :(deci și al celor; negativi.) 
într-o expresie: canonică! a: unei forme, păiralice i nu dle seg de baza 
m care :este; obținută expresia: canonică.: ` i. 

“* Demonstraţie, Fie Q ò: formă! pătratică Şi) fie &(e,) şi - ac ) 
Asi baze în care Q se reduce la exprėsià: canonică. Putem în- 
totdeauna presupune că epelipien și expresiei canonice sînt +1, 


A Li 


—1, 0. Fie Q(x)= ii (2%2— KN al în baza &(e,), în care 


jor $ 
x =zie, și ac) F (9%)2— s (y$)? în'baza R(f;) în care sxi je 
al ie: JiS =p +1 T Fi f 


ERI caat ian 


Să arătăm! că -p =p" şi 'q==q'. 

Vom presupune întîi că avem p>p'. Să considerăm 'subspaţiul 
liniar T” generat de e „++ ©p. Și. subspaţiul liniar T” generat 
de fpr, îÎp pa ae fa T'|are dimensiunea p, iar T” are dimen- 
siunea n—p'. Deoarece (=p) +p> h, exiştă un element nenul 


xeT'N T”. Fie x= y tie = $ niy: Sounds tinda i pe xeT,, 
i=l j=pP' +1 . 
îl vom scrie în cele două baze sub foima: 


x=(€1, £2,...,E2; Oi, 2o 
e mate, eoe AE A (0, 0...0, M mia)! 
plini Jesis 73 ac aa a i A E E nipan 


+ Häistă și: alte Metodë: de reducere la iesipetaliă canonică. 
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Aplicînd acum cele două expresii canonice ale lui Q pe acest 
vector rezultă pe rînd că | 


n 
Q(xj= Š &'2> 0 şi O(a)=-— $ 712<0, 
i=l . j=p'+1 f 

ceea ce este contradictoriu. Rezultă deci că PS p'. În mod analog 
se arată că p>p', (<q, q>q'. Rezultă p=p' şi q=q'. Teorema 
este astfel demonstrată. Numărul coeficienţilor à; diferiţi de zero 
în expresia canonică a unei forme pătratice Q poartă numele de 
rangul său. Acesta nu depinde de modul de reducere la expresia 
canonică și este egal cu rangul matricii A (discrimanntul formei). 

Expresiile lui y‘, construite după metoda indicată mai sus, 
ne arată că acestea sînt pseudoiorme liniare. Cu referire la ele 
avem următoarea 

Propoziţie. Pseudoformele -liniare yt sînt liniar independente. 
Demonstrăm această propoziţie cu ajutorul metodei inducției 
complete. Pentru n=1 proprietatea este sigur adevărată. O presu- 
punem adevărată pentru n—1 şi să considerăm acum descompu- 
nerea (8.6) cu i=1, 2,..., p şi în care Q; se descompune într-o 
sumă de p—1 pătrate de. forme liniare independente. În acest 
caz rangul matricei pseudoformelor liniare va fi egal cu p—1. 
Să presupunem că avem: 


pa Qp3. e.o “pp ă 
În acest caz rangul matricei pseudoforinelor liniare care 
apar în (8.7) este p, căci 
(ia Ca lig e... aip 
0 X22 X23 . .. Xop a 
şi deci teorema este demonstrată. 


7. CONURI VECTORIALE. Cu ajutorul unui număr arbitrar 
de forme O, (i=1,..., h) de diferite grade, complet simetrice, 
al căror ansamblu îl vom nota prin (9,) și îl vom interpreta ca 
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o aplicaţie (9,): T.—R?, se poate defini pe T„ © relaţie. de echi- 
valență. Vom scrie x=y(0,), dacă şi numai dacă (0,)(x)=— 
=(Q,)(y)ER?. Prin această relație mulțimea T, se econ pune 
în clase. 
Definiție.. Se numeşte con . vectorial (C:V) nucleul aplicaţiei 
(Qr), adică: l 
CV =Ker(Q,)={x ETa} (Q, (x) =0ER*}. (8.8) 


Prin urmare; un C.V. este coimaginea prin aplicația (Qy), 
a vectorului 0e R?; sau, ceea ce este acelaşi lucru, clasa vectorului 
0eT,, priu raport cu relația ;definită mai sus. 

Expresia analitică a conului vectorial. Un vector xeT, aparţine 
conului vectorial, definit de (0,), dacă (0,)(x)=—=0, adică dacă 
Q (x)=0- (i=1,..., h). Această condiţie se scrie într-o bază 
& (e,) sub forma 
pi 3 Taki =0 (i=l, e.. h); KEN; ou, ..., aki 

ge eta a N). 
k; fiind gradul formei Q,. Aceste relaţii poartă numele de expresia 
analitică a conului vectorial în baza 3(e;) sau ecudţiile conului scrise 
în baza respectivă, sau sistem de ecuaţii omogene. În cazul particular 
h=1 şi ky=2 (ou ==i, as=j), avem ecuaţia omogenă de gradul doi: 


aria = =0. va 


8. ALGEBRA EXTERIOARĂ DE ORDINUL DOI. Să conside- 
răm spațiul vectorial T, pe câre îl raportăm la o bază oarecare se 1). 


-Teoremă. Tensorii antisimelrici ai lui OT, generează un sub- 
2 


spațiu. vectorial cu C2, dimensiuni al lui OTa 


Acest 'subspații vectorial, pe care îl notăm cu A Ti poartă 
în mod obișnuit numele de algebră exterioară de ordinul doi, 
definită pe Ta, (A T,CQT,), deși nu este o algebră. 

După cum am văzut, oricărui spaţiu vectorial T,, i se poate 
asocia spaţiul vectorial Th, al formelor liniare definite pe T, şi 
cu valori în R. Cu ajutorul lui Tọ se poate construi o „algebră 
exterioară de ordinul doi“. Această va fi definită cu ajutorul - 
tensorilor afini covarianţi antisimetrici de ordinul doi. Aceşti 
tensori definesc “un subspaţiu vectorial AT, al lui QT;, - care 
admite de asemenea C2 dimensiuni. 


123 


~ 9. REDUCEREA FORMELOR PĂTRATICE EXTERIOARE 
LA FORMA CANONICĂ aici 


` Teoremă; Vom arăta tr cele ce TE că piten dettimină o 
fai i die liniară a spaţiului T, astfel încit o formă pătratică 
ezterioară arbitrară È- să 'fie adusă la forma canonică: 


Q= APARA + n +y2 Ay, 
unde y‘ sînt 2p forme liniare, liniar independente. . ;, 


Demonstraţie: Să presupunem că forma Q nu este: identic 
nulă şi deci un coeficient, de: exemplu, aa este PO Forma Q 
e fi scrisă atunci. sub. forma: 


= > L laatan" Ro ana"] A [a14 + asa +. - past] 


TO= cf or+d, 
aS 


unde Ë conţine'“numai pe zê, xt, ..., x". Voin pune acum. ` 


g= E a4 ceta 
` . Qa i: 


y =a? Fanaa? F Faiga” ; 


Şi vom obţine forma pătratică exterioară, QA Yi care. depinde 
numai de variabilele 25,... x” şi deci į yt, Y°, Z5, ..., £” sînt 
independente liniar. Dacă O este identic egală cu zero, ‘atunci 
teorema este demonstrată, întrucît numărul. întreg p este egal 
cu 1. În caz contrar, repetăm "raţionamentul asupra formei O 
şi aşa mai departe pînă vom obţine o formă identic nulă. 


„ "PROBLEME ȘI EXERCITA 


OL Să se. E „următoarele forme pätratico sate A 
formele canonice: .. ; 
a) F= (7097-5009. E ET 
R : (14224-2) 
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D)- Fa? li + 22258 EA e E acelora ea | 
R: Loara ra n apar 
erp că 


'9. Fie F o formă păttatică algebrică şi ` ò formă pătratică 
exterioară. Să se arate „că au loc relaţiile: a 


FS BF JF 
ona) =m =0, 
i ðx! ax? E 
ž EE iile t: 8: pei 4 b- 
30 oi 
b) — P2 ; 
az! ax! dai azi 
aF aF ` 
42E _op. p Æ Ă 
9 : ðr, cite puri 0, i 
rn ta JÖ . ik 30 SI Pe papi Sa A că E etate au, aia 
1.09. _0. min O Nat 
d) z Ps =0; tA = 20. RS 


3, să se reducă la formă canonică forma pătratică exterioară 
A ‘= 6r KaB Ga Art 2AA 23 —a2 Aat 5A. Š, 


< 9. SPAŢIUL VECTORIAL: EUCLIDIAN 


„i 1. DEFINIŢIA SPAŢIULUI VECTORIAL EUCLIDIAN. Fie 
spaţiul vectorial T,„(S, R), Să ne dăm pe acest spațiu . o formă 
biliniară simetrică (adică “un “tensor de două ori convariant) 
9: Ta X. Ta>R, prin care fiecărei perechi de vectori x,y îi punem 
numi această operație „înmulțire“ scalară“ (sau co dus scalăr), 
iar numărul real g(x, y)=x:y;-produsul scalar al vectorilor x și y, 
dacă pe lîngă proprietățile de simetrie şi biliniaritate, papina 
prin - Sa S 
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3) g(oixa-ta?Xz, Y)=aig(x, y)+a g(a y) gy)= 9(Y.x) 
mai este îndeplinită şi condiţia: 

b) dacă g(x, y)= =0, oricare ar fi x, atunci y=0.: 

Vom conveni să spunem pe viitor că un spațiu verto Ti 
dotat cu un produs scalar g, este un spafiu vectorial euclidian 
şi vom nota acest spaţiu prin V,=(7, 9). 


2. EXPRESIA ANALITICĂ A PRODUSULUI SCALAR Fie 
spaţiul V, raportat la o bază oarecare í (e,) și fie x=aie, şi y= =y'e j 
doi vectori arbitrari din V,. Cu proprietățile de mai sus deducem că: 

x'y=x'y (e,'e;). 01) 
Sîntem astfel conduşi la a introduce produsele scalare a doi cite 
doi din vectorii bazei; punem | 

Ju =9(es ep)=esey | (9.2) 


în virtutea comutativităţii produsului scalar; componentele g,; 
sînt simetrice în raport cu indicii lor gy=g9y,. Cu aceste notații 
avem 


X'y =guz'y. (9.2) 
Să traducem acum condiţia b). Din ipoteza x: y=0 oricare 
ar fi x (adică zf), echivalență cu faptul că ecuaţia liniară și omogenă: 
(guy) =0, 
admite orice soluție dacă și numai dacă 


9y! =0, 


obținem un sistem de n ecuații liniare şi omogene cu n necunoscute. 
Conform concluziei condiției b), acest sistem trebuie să nu admită 
decît unica soluție, cea nulă, fapt care se realizează dacă și numai 
dacă 


dellgi) #0. (9.3) 


Vom spune că forma biliniară gyzy este nedegenerată şi 
vom enunța următoarea 
Propoziție. Produsul scalar a doi vectori ai unui spațiu eucli- 
dian este dat prin forma biliniară simetrică nedegenerată 
xy = gay, 
unde g,; sînt produsele scalare a doi cite doi din vectorii bazei. 
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“Se poate verifica imediat: că orice subspaţiu vectorial al unui 
Spaţiu vectorial euclidian este: la rîndul său un spaţiu vectorial 
euclidian. 


-SORTO GONALITATE ŞI NORMĂ. Fie x, y€ V, doi vectori 
cu prob tatea că x:y:=0, fără ca x sau y să fie egali cu zero. 
Vom spune că acești doi vectori sînt perpendiculari sau ortogonali. 


Se numește pătratul vectorului x produsul scalar al lui x 
prin el însuși. Rezultă deci că pătratul este o aplicaţie P : V,—R, 
definită prin formula P=g:A, ca produs al aplicaţiilor g şi A, 
unde A este aplicaţia diagonală. Pătratul unui vector este valoarea 
aplicaţiei P pe vectorul respectiv. Vom pune 


P:x>Px= =)= guz'zt eR. © O4) 


„Astfel, pătratul unui vector x al spațiului euclidian V, se 
exprimă analitic, într-o bază &, prin forma pătratică, gzis, 
în funcţie de componentele vectorului, considerate în acea bază. 
Un vector al cărui pătrat este egal cu 1 se numeşte unitar, normat 
sau versor. Să dăm următoarea 

Definiție. Un spațiu vectorial se numește „euclidian propriu“, 
dacă el este euclidian și dacă valoarea pătratului este strict Poziva 
pentru .orice vector nenul. 


Pentru ca valoarea Px să fie strict pozitivă, Sali orice 
vector nenul, este necesar și suficient ca forma pătratică guzizi 
să fie definită pozitiv, adică să se poată pune sub forma de sumă 
a n pătrate de forme liniare, liniar independente, luate toate cu 
semnul +. După cum se ştie, această proprietate; este independentă 
de alegerea bazei &(e,). . ; 

Să ne situăm într-un spațiu vectorial euclidian propriu V,. 
Valoarea pătratului unui vector P:x—Px fiind întotdeauna po- 
zitivă saù nulă, vom da rădăcinii sale pătrate numele de normă 
sau modul al vectorului x. Se folosesc următoarele notații: 


mod : x Va Px =mod x=ļx]. (9. 5) 


4 INE GALITATEA LUI SCHWARTZ. APLICAȚII. 1. Între 
modulul produsului scalar a doi vectori din V, şi modulele acestor 
vectori există inegalitatea fundamentală 


mod x-y <(mod x): (mod y), (9.6) 
cunoscută sub numele de inegalitatea lui Schwartz. 
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Pentru stabilirea acestei inegalităţi, 'să luăm vectorul Ax+y 
'unde à este un număr real arbitrar, şi să formăm norma sa. Avem 


Qx +y) =x? 20xy +y’. l o Q. 7) 


_ Primul membru al relaţiei (9.7). fiind pozitiv sau nid, řezultă 
că discriminantul trinomului în à, care figurează în membrul’ doi, 
nu poate fi decit negativ sau nul avem deci inegalitatea ! 


Prey’, 
ceea ce este echivalent cu (9.6). 


2. Din (9. 7) .se deduce de asemenea o inegalitate relativă 
la modulul unei sume de vectori. Să facem în (9.7) A=1, avem 


(x+y)?=x?+2xy +y’. 


Să majorăm valoarea absolută a lui x y cu ajutorul inegalităţi 
lui. Schwartz: 


(x +y)2< <(mod +2 mod x-mod y+(mod y)1=(moa x-hmoa si 


deducem că ,., 


EE aee mod (*-+y)<modx+mod y, să ` 
coastă inegalitate poartă numele de eg a aie a Minkowski 
sau. a inegalitatea: triunghiului. - ! 

* Observăm: că aplicația n cdi definită mai sus pe. iun să 
ireotorial euclidian, propriu; : verifică Mint garee) propriei 
numite de obicei, 'axiointle normei: 

' 1) mod (x) >0, mod:(x)==0, dacă şi numai dacă *=0; i oibo 
2) mod (x Tye mods i moa y; o: nonas 
ca mod (ax) =lalmod: (x). eane t T edu dud 
3. Teorèma . lui Pitagora. Pentru ca doi vectori x! şi Dă sä. ie 

ad este ` Necesar şi suficient ca ` aia ii e 
[mod (<+-y)]?=[mod xPP+-[mod yP. 

în adevăr, (x+y)?=x?+y?}2xy. Dar cum pentru ca x şi y să 

fie: ortogonali este necesar şi:suficient ca xy =0, rezultă teorema. 

4. Inegalitatea lui Schwartz ne permite să definim ''de 'ase- 

menea unghiul a doi vectori din: Vp. Din (9.6) rezultă că : 6°- : 


OA | 


x-y 
(mod x)(mod y) 


sl, 
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deci există un: unghi P si anul Sogar onpas între 0 şi T si ast- 
fel ca ...:: sp ta Si esa i x 


-Gho x)(mod y) - e: RAE 
Acest unghi P va fi numit prin definiție unghiul celor. doi 
vectori x și.y din V,. Dacă cei doi vectori sînt. definiți priń compo- 
nentele lor, unghiul devine, în virtutea lui (9.2') şi (9 4) - 


gua'y! 
P Vyas k v Iy yo 


5. Cu ajutorul normei se poate introduce distanţa dintre 
doi vectori pri formula... 


d(e y) VE ioi i (010) 
analitic aceasta se scrie 


dx, 9) Ve =y ID. 


“Din definiţia dată. distanţei rezultă că sînt verificate urmă- 
toarele. proprietăți numite :aziomele distanței: . ! 


a) d(x, y)=0 dacă şi numai dacă x=y. T 

b) d, y) <d(x, z)+d(y, Z) (inegalitatea triuaghiului).. 

Aceste proprietăţi se verifică imediat yining seama. de- axio- 
mele normei, 


Orice aplicaţie d: V, xV, JA cu verificarea propriėtăților 
a) şi b), poartă numele de distanță, În mod tradiţional, axiomele 
distanţei se prezintă sub următoarea formă echivalentă: 


a') d(x, y)>0, d(x, y)=0, dacă si numai dacă x=y, 

b’) d(x, y)=4(y, x), ` | pi 

c’) d(x, y) <d(x, z)+d(z, y). -: En da S 

Din a) şi b) rezultă. a'), b') şi c'). În adevăr, făcînd în b) 

x=y, rezultă d(x, x)=0 <2d(x, z), deci a'), altfel spus, distanţa 

dintre doi vectori este pozitivă sau nulă (caz în care vectorii 
sînt egali). Făcînd z=—x, avem de asemenea d(x, y)sd(x, x)+ 
+d(y, x)=d(y, x), analog găsim că d(y, xX)<d(x, y), de unde 
rezultă b'). Folosind b’) în b) rezultă c). Din a’), b’) şi c’) rezultă 
imediat a) și b). 


cos = Su 9) 
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5. COMPONENTELE CONTRAVARIANTE ȘI COVARIANTE 
ALE UNUI VECTOR. Fie V, un spaţiu vectorial auclidian rapor- 
tat la o bază oarecare &(e,). Pentru motive pe care le vom vedea 
în cele ce urmează vom introduce pentru un vector două serii de 
componente, prin următoarele definiţii. 

P Ha dată o bază oarecare &(e;) a. spaţiului. vectorial eucli- 
ian 

1. se numesc componente contravariante. ale unui vector X, 
în această bază, numerele z‘ pentru care 


x=zie, (9.11) 


(adică componentele vectorului X De care lam numit contra- 
variant); - 

2. se numesc componente covariate. ale unui . vector x în 
această bază, numerele z, definite prin produsele scalare 


ZX. (9.12) 


În cele ce urmează, componentele contiavanantë vor fi 
întotdeauna reprezentate cu ajutorul indicilor superiori și compo- 
nentele covariante cu ajutorul indicilor inferiori. Vom vedea în 
cele: ce urmează motivarea acestor denumiri. 

Este uşor de evaluat componentele covariante ale unui vector 
cu ajutorul componentelor sale contravariante; Trecerea de la 
o serie de componente la celaltă făcindu-se astfel: fie x=—aie,. 
Etectuind produsul scalar al celor doi membrii ai acestei relaţii 
cu veetorul,:e, avem: t= =(e; e) = gyv. 

Invers, să căutăm a exprima componentele contravariante 
ale uni vector cu ajutorul componentelor sale covariante. Sin- 
tem astfel conduşi la rezolvarea. sistemului den. ecua Horang cu 
n necunoscute x: po i 


a g i Qil =i. yea pi (9.13) 
În virtutea considerațiilor de mai. sus (9.3), det (g:;) £0, 
sistemul (9. 13) apare ca un sistem Cramer. Vom nota în cele ce 
urmează prin 9=|g,| şi prin a!f coeficientul dezvoltării în Că al 
elementului Ju. În: iulia regulii lui Cramer avem: — 
3 -. 
aaay T 943) 
sau punînd 


a 
gt =, 


g 
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rezultă formulele fundamentale 


S iz pi 029 


Determinantul : g fiind: simetrie, avem at ==a!i şi prin urmare can- 
tităţile g% care au fost definite mai „sus sînt. şi ele simetrice în 


din teoria detertniaantlor ($4, probl. 10) 
det ie”) Au 
se deduce Neap pie o uao” „i 
| datat. E i (9.15) 


6. EXPRESIILE PRODUSULUI SCALAR Şi A N ORMEI CU 
AJUTORUL COMPONENTELOR COVARIANTE. Introdiicerea 
componentelor covariante ale unui vector permite de a obţine 
„pentru produsul scalar și pentru normă expresii particulare simple, 
baza fiind oarecare. 

pnma seama ode formulele (9. 15), în relaţiile (9. 1) avem 


AE p Xe a, =a 
Obţinezi : de: asemenea, pentru norma unui vector. x, expresia 
ie rn l 
md Jai. Eag paketi i Ag, 16) 


Pe de altă parte, produsul scalar al doi vectori şi norma 
unui vector se pot exprima în mod unic prin componentele co- 
variante. ale. vectorilor: consideraţi. Bste. suficient să înlocuim 
componentele contravariante prin expresiile lor (9. D în formulele 
(9. 16) şi (9 4), obținem astfel: 


x y =9 te şi mod x=Vi ETPA 9, 17) 


în virtutea lui (9.15) formele, biliniară şi pune lea e 17), sînt 
nedegenerate. E 


7. EFECTUL SCHIMBĂRI DE BAZĂ - “ASUPRA COMPO- 
NENTELOR CONTRAVARIANTE ȘI A CELOR COVARIANTE 
ALE UNUI VECTOR. Spaţiul vectorial.euclidian V, fiind raportat 
la o bază oarecare s-a arătat că produsul scalar a doi vectori xX, y 
se exprimă prin formula x: Y=zy. 

© Dacă:x este considerat ca un vector fix, produsul scalar x:y 
«defineşte o formă liniară prin raport cu vectorul arbitrar y, formă 
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liniară care admite drept componente z, în baza $*(e'), duala 
bazei &(e,). 

În adevăr, x:y—x"*y=2qyjf, Xe, Xe dar xi=x:e, = 
=(azie e, = 9427, deci forma liniară. definită: de x are: drept com- 
ponente. numerele. z. 

. Să efectuăm. în V, schimbarea de bază definită prin toemi 
lele (2.8): ` E e aia a pad ic 


a) e,—aj ep; b) er E TES (9.18) 


Am văzut că componentele contravariante ale unui vector 
x din V, se transformă în acest caz prin formulele (2.11): 


a) zi=aizi;, b) zt'=—aizi, (9.19) 


pe cînd componentele covariante z, se transformă, după obser- 
vaţiile precedente, cu ajutorul. formulelor (3. 6) relative la compo- 
nentele unei forme liniare 


a) zi=ai "za; b) Zi =, E. | - l (9. 20) 


l 'Reținem că aplicațiile liniare care figurează în membrii doi 
din (9.19) a) şi (9.20), b), admit respectiv aceiaşi coeficienți ca 
(9.18) b); în timp ce aplicațiile liniare care figurează în membrii 
doi.din (9.19) b) și (9.20) a), admit ambele aceiași coeficienți ca 
şi. cele din (9.18) a). De aici rezultă denumirea componentelor de 

contra şi covariante., 


8. SPAȚIUL VECTORIAL. EUCLIDIAN ȘI DUALITATE, 
Dacă,x este un vector al spațiului euclidian V,, am văzut că pro- 
dusul scalar x'y, unde y este un vector arbitrar, permite a-i face 
să-i corespundă vectorului x, o formă liniară, definită pe V,. 
Invers, valoarea oricărei forme liniare definită pe V,, poate fi con- 
siderată ca produsul scalar al unui vector determinat x din V, 
printr-un vector arbitrar. 

__ Spaţiul V, fiind raportat la o bază oarecare și spaţiul dual 
VA la baza duală, sîntem astfel conduși la identificarea elementului 
x al lui V de componente zf în baza (€,) şi a elementului œ din 
V+ de componente z, în baza duală, deoarece aceste componente 
sînt legate prin iai ca ja 13) şi (9.13). Fie: 


= Ju, zi =g" Tie 


“Astfel, într-un ii vectorial euclidian,- graţie, produsului 
scalar, se consideră ca identice spaţiul V, şi spaţiul dual V;. Această 
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identificare este făcută de obicei: cu:ajutorul -unei baze. Ea nu 


„depinde însă de. baza aleasă. În Adevăr: avem diagrama: A 


e 


X= ij! x j = =O) aj xh 


U 
xi=9jj xj R-x xi =a19jj xj 


g 


dar i ; ai 
gaj x =gi; aj, ai, aj 2 =g ai, G= gij ai, zi, 
de unde. rezultă că afirmaţia noastră este demonstrată. 

9. SISTEME ORTONORMATE DE VECTORI. Fie spaţiul 
vectorial euclidian propriu V, cu n dimensiuni. Un sistem de r 
vectori ai lui V, se numește ortogonal şi normal sau mai pe scurt 
ortonormat, dacă vectorii care îl compun sînt normaţi şi doi cîte 


doi ortogonali. Dacă (e, €z... €p) sînt vectorii sistemului, 
atunci avem 


Ea s=] 


0 dacă: izj G ja 


TES a (9.21). 
1 dacă i=j, | ) ( 
Rezultă imediat că orice sistem ortonormat de vectori este neapărat 
liniar independent, Într-adevăr, dacă nu ar fi astfel, ar exista o 


relaţie de forma 5 aie,=0 şi unde œ; nu ar fi toate nule. Să presu- 


punem, de akaianio, «l0; să înmulțim scalar cei doi membri ai 
acestei relații cu e,, ţinînd seama-de (9.21) rezultă a1==0 ceea ce 
“este: contrar ipotezei.. Rezultă deci că numărul r al vectorilor unui 
sistem ortonormat este inferior sau egal'cu numărul n de dimensiuni 
al spaţiului. Dacă n=r, sistemul respectiv poartă numele de bază 
orlonormată a lui V,. 


10. METODA DE ORTO GONALIZARE A LUI SCHMIDT. 
Se poate demonstra că fiind dat un întreg r<n arbitrar, există 
efectiv sisteme ortonormate, compuse din r vectori. Vom arăta 
printr-o metodă dată de către E. Schmidt c că astfel de sisteme există 
efectiv. po ; 
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„Fie (a Xa, e e 3.:X,) un: sistem liniar independent de r vectori 
din Va şi fie U, subspaţiul vectorial corespunzător .lor. Este po- 
sibil a raporta U, la un sistem ortonormat de vectori, adică de a 
construi un sistem ortonormat în care vectorii să fie combinații 
liniare ale vectorilor x,. În acest sens formăm sistemul de vectori 
yı definiţi prin 


Yyı= Xi 
=\y: -+Xa, 
Ys=Myak 2Yy24-Xs, 


Yr ANY a e ee HANT Y a HX r) 


unde ìf sînt coeficienţii pe care noi ne propunem să îi determinăm 
în aşa fel ca fiecare y, să fie ortogonal cu toţi Y; anteriori. 
Din relația: | 
Ye’ ‘y, =0, 


N y3-+xXa' ya. =0, cu. y2#0, 
A fiind astfel determinat, t, obținem Y2 ortogonal cu yı şi nenul, 


deoarece sistemul (y1, nea .. <» X,) este liniar independent. 
Din cele două relaţii ysy1=0 și ys:y2=0 deducem 


My?+xay1=0,  cuy?#0, 
A2y24-Xsya=0, cu Pz0. 


Se determină astfel un vector y3, ortogonal cu yı și Ya şi nenu- 
deoarece sistemul (yı, Xa2,..., X,) este liniar independent. și de 
asemenea şi sistemul (Y1, Ya; X3. +» > Xr) 

Continuînd în acest fel, se obţine. sistemul de vectori- (Yx Ya scari 
«e.s Yr) în care nici unul nu este nul și care sînt doi cîte doi orto- 
gonali. 

Împărţind acum fiecare din aceşti vectori prin modulul. său, 
„se obţine sistemul ortonormat e vector 


se deduce 


; y î 
e= —— =, dz, 2,. r). 
mod Yi E 
care dă răspuns problemei puse. 
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Rezultă, în - particular, că orice: spațiu euclidian propriu V, 
admite baze ortonormate. 

Observaţii: a) Fie r vectori Xa, pe ae ortogonali doi 
cîte doi; orice combinaţie liniară a s dintre ei este ortogonală cu 
orice combinaţie a celorlalţi r—s: 


(Sax) p°xa)= D Fa pata) =0. 


În particular, orice combinație liniară: a primilor r—l1 este 
e tea a cual r-lea. . . 

b) Într-o bază ortogonală (a, e dos e, orice vector ortogonal 
cu €,, este dependent liniar de (e4,..., €n). 

În adevăr, fie x==zie, cu. proprietatea ca X*e1=0, rezultă 


că:x* safe) + + ŞI xtesea = '0, deci zi =.0şi prin urmare x= 
„sa ii i : 


-Saten | a ni 


a=2 


11. SPAŢIUL V, RAPORTAT LA 0 D BAZĂ ORTONORMATĂ. 
Să raportăm spaţiul” euclidian propriu V; la o bază ortonormată 
(4, €3,..., €n)» “adică la o bază ‘care: satisface condilion i 


e: e;y= dj 


' Componentele at prin raport cu această bază, aje unui vec- 
tor x din V,, se pot determina astfel: din egalitatea 


x=ye; 


se deduce, înmulțind scalar’ cei doi membrii prin vectorul e; că 
avem Asii 


zi=xe, za. 


Din relaţia (9.2') rezultă următoarea expresie a produsului 
scalar. al doi vectori 


X’ yaaa q”y’, 
şi a normei unui vector 
mod, y= F IF FEF. 


Vom observa .mai mult, ceea ce rezultă din considerațiile 
precedente, că fiind dată o formă pătratică definită pozitiv gx t, 
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este întotdeauna posibil, printr-o schimbare de bază, adică: efec- 
tuînd asupra lui zf o transformare liniară de forma 


r=, a; ai = dai, 


să aducem forma pătratică dată la o formă canonică. 


Observaţie. Într-o bază ortonormată componentele contra- 
variante şi cele covariante ale unui vector x se identifică imediat: 


u= Šip L= gyt =. 


Schimbările de baze care transformă o bază ortonormată tot 
într-o bază ortonormată sînt date de rondje: 
=a" $ =a r, Li =T, =, Xi, 
deci rezultă că ai, =a. Aceste condiții exprimă proprietatea ma- 
tricii A= =(a,) de a fi ortogonală (AA' =T). Reciproc, orice schimbare 
de bază, a cărei matrice “este ortogonală, transformă o bază orto- 
normată tot într-o bază ortonormată. În adevăr, avem 


epe; = a, aj e.ey=di, ai, Suy =e, ai di =d, aj = 3. 


Bazele ortonormate sînt transformate tot în baze ortonor- 
mate prin matrici ortogonale şi numai prin acestea. 

12. PROIECŢIA ORTOGONALĂ A UNUI VECTOR DUPĂ. 
O DIRECŢIE, Fiind daţi vectorii u şi v, vom numi proiecție a 
vectorului v după direcţia vectorului u numărul real 


u-v 
PIa V= =i'v=mod v cos 0, i= 
mod-u mod-u 


adică produsul scalar al vectorului v cu versorul i situat pe di- 
recţia lui u. 

Această mărime are interpretarea geometrică a componen- 
tei după i a vectorului v, în raport cu o bază ortonormată, care 
are pe i ca unul din vectori. 

Ca aplicaţie a formulei de mai sus, putem scrie acum produ- 
sul scalar dintre doi vectori sub forma: 


u:v=mod:ii pruv=mod.v pryu. 


13. COSINUSURI DIRECTOARE. Un vector al cărui modul 
este egal cu unitatea se numeşte versor (pct. 3). . 
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În fiecare sens al.unui vector v există un versor, numit versorul 
vectorului .v, acesta. este 'versorul dat de 


= l 22) . 
vezit (9.22) 


îa | fiecare direcţie există deci doi versori, opuși unul altuia. 

Parametri directori daţi prin .componentele versorului , Vo 
poartă numele de cosinusuri directoare ale sensului lui v, respectiv 
ale direcției acestuia. O direcție are deci două sisteme de cosinusuri 
directoare; ele diferă între ele prin factorul —1. 

Din formula (9.22) deducem că fiind dat vectorul v (de para- 
metri directori v:,..., v”) cosinusurile directoare ale acestuia 
vor putea fi definite prin relațiile: 


7E F = 
k i | i ee i: Vg 


o 


Interpretarea cosinusurilor directoare estè următoarea.” Să 
notăm cu af unghiurile dintre versorul vo (respectiv vectorul v) 
şi Vectorii e, Aceste unghiuri sînt date de relațiile 


: Ea h E h 
Ver: Vo "e Ink ‘Do 0; Jr "Yo 

A COS & = ——————— PER i ae BE pă 
y (mod v)(mode,) . mode. mod e; mod e, 


“ Observaţii. a) cosinusurile unghiurilor: dintre vectorul v și 
vectorii e, sînt cîturile dintre componentele covariante ale verso- 
rului vo şi modulele vectorilor €,. 

b) Dacă vectorii bazei (e;) sînt normaţi, atunci cos œ; sînt 
egale cu componentele covariante ale versorului vo. 

c) În cazul unei baze ortonormate cosinusurile directoare sînt 
egale cu cosinusurile unghiurilor dintre vectorul dat şi versorii 
bazei. 


| 14. COMPLEXIFICAREA. SPAȚIULUI VECTORIAL EUCLI- 
DIAN. Fie dat un spaţiu vectorial euclidian V,=(7,, g) şi comple- 
xificatul T asociat, TIEA, vectorial 74. Are loc urmățoa- 
rea: 
: Teoremă. Complezificatul unui i spaţiu vectorial eneltdran) Va 
este un spaţiu vectorial euclidian . Ve. 
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„ Demonstraţie. Spaţiul vectorial euclidian V= =(72, g°) se ob- 
ţine din spaţiul vectorial 7*, pe care se defineşte, cu aj jutorul lui g, 


aplicaţia g*: Te x T2—C, prin z5 7 
g (Zi Z) =g" (tiyr Xa-Fiy2) =g% X2)—9(Y Ya) 
Filg Ya) HIlt Xa. (9.23) 


Aplicația g°, astfel definită, verifică condiția a) de la punctul 
1. În adevăr, ea este simetrică și biliniară; 


Vz,, Za zseT;, VyeC avem: 


F(Z, Z)=9(Za Zi: | 
FZZ Z3)=9 (Z1 Za)+-9 (Za za), 
F(zu Za)=Y9(Z Za). 


Aceste proprietăţi se verifică imediat, ţinînd seama de definiția 
lui g* și de proprietăţile similare ale lui g. Mai mult, aplicaţia g* - 
verifică și condiţia b). Din Z1 =Z} găsim că g(X1, Xa) =0 şi g(X1; Ya) =0 
cu X; arbitrar, deci X2=y2=—=0, și proprietatea b) este demonstrată, 

Observație. Dacă spațiul vectorial V, este propriu, spațiul 
Ve nu mai are această proprietate. Pentru demonitrarea afirmației, 


considerăm vectorii Zi=iY. Şi Za=iy2, avem 


F(z Z2)=—9(Y Y2)<0 


Prin raport cu matricea: g*, o bază ortonormată &(e,) a lui 
V, este dusă, prin scufundarea canonică j:x—x-+io, tot într-o 
bază 3(e,-ţ+-io) ortonormată, iar coeficienţii celor două metrici în 
bazele respective sînt numeric egali. 


15. CON IZOTROP. Conul vectorial complex, determinat 
de tensorul g° 


€e={zeV°] g°(z)=0}, 
nu are nici un vector real afară de vectorul nul. În adevăr, din 
'g(x+iy)=g(z)—g(y)+2ig(x, y)=0, 


cu y=0=g(x)=0, ceea ce justifică afirmația. 

În general, o pereche (x, y) dă naştere unui vector z=x-+iy 
de pe conul izotrop dacă vectorii x şi y sînt echivalenți în raport 
cu g: g(x)=g9(y) şi sînt în plus și ortogonali: g (x, y)=0. 
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Conul £* este cunoscut sub numele de. con vectorial izotrop. 
Direcţiile conului izotrop se numesc. direcţii izotrope. l 
Observaţie. Din definiția dată conului izotrop rezultă. că 
fiecare vector. al său este perpendicular pe el însuși. Reciproc, 
orice vector perpendicular pe el însuși, este situat pe conul izo- 
trop. . Această proprietate fiind. deci a TAIATI Ric, ea poate fi. 
mata ca definiţie a vectorilor -izotropi. - | 
Întrucît spaţiul vectorial euclidian. Ve nu .este propriu, dis-, 
tanța dintre doi vectori ai săi poate fi nulă, chiar dacă aceşti vec- 
tori sînt diferiți, Din definiția distanței, ca şi din considerațiile de 
mai, sus, rezultă următoarea ; 
Propoziție. Condiţia necesară și suficientă ca distanţa dintre. 
doi vectori ai:complexificării să fie nulă, este ca vectorul eron 
să :fie situat pe conul izotrop.. 
“Corolar, Distanța dintre 'doi vectori zi =X, Fiyi ai lui Ve este 


nulă dacă şi numai dacă distanţele dintre X, 'și Xg, respectiv yi' 
Şi Ya sînt egale și vectorii X1—Xa Și Ya —Ya sint ortogonali. 


Wa. 

16. SPAȚII VECTORIALE PSEUDOEUCI DIENE. Fie dat 
spaţiul vectorial euclidian . V, =(Ta 9) raportat la o bază orto- 
normata &(e;). Acestuia i se asociază spațiul vectorial COLI a 


Vai care cu: matricea g°. este tot: euclidian. . 


: Să considerăm acum un subspaţiu (în - sens generalizat) al: 
acestuia şi anume subspaţiul generat de vectorii (î1,..., fn) = 
= (ejs > e e s €p iEpyas ~>. s i€) în număr de n-și liniari independenți 
şi de subcorpul R. Vom nota acest spaţiu cu V?’ şi îi vom ataşa; 
metrica g”), restricţia metricii, g°. 


Perechea vo, gP) 'este un spaţiu vectorial euclidian real, 
care nu este însă propriu. "Vom numi acest spaţiu pseudoeuclidian 
de indice p. 


Coeficienţii ` metricii g”; i în baza. considerată, vor fi dați prin 
formulele pie 


gR = dap, gi) = 0, =- ab? (e, p= 1,; s..Ps, b=p+l, sea sd 


şi deci mărimea unui vector x =z"f, va fi dată prin 
„mod. k=V i Far gt a ete 


: 17. GRUPUL PO ud A DE REPERE PSEUDOORIO- 
NORMATE. La punctul precedent am. întîlnit aplicația $(e,)—. 
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ROE) = l Relee ees ep İepps.-->ien) prin care dintr-un 
reper ortonormat am obținut unul pseudoortonormat, în care 
forma canonică a unei forme pătratice ce exprimă mărimea unui 
vector din VË? este o sumă algebrică de p pătrate luate cu semnul 
plus şi n—p cu semnul minus (0<p <n). Această aplicație este 
o bijecție, abstracție făcînd de ordinea de numerotare a vectori- 
lor în baze, domeniul de definiție al ei fiind mulțimea bazelor 
ortonormate din Vi, iar domeniul de valori, mulțimea bazelor 
pseudoortonormate ale lui Vj. 

-Notînd cu & și 8’ două baze ortonormate, cu A=(a ¥¢) ma- 
tricea trecerii de la prima la a doua și cu RP) şi R'(P bazele pseudo- 
ortonormate obținute din & şi R’ prin aplicația de mai sus, ne 
putem pune problema de a determina matricea A(? a trecerii 
de la RP) la A'm, Vom numi o astfel de matrice „pseudoorto- 
gonală“. O matrice pseudoortogonală este definită fatel încît să 
facă comutativă diagrama 


à R RIP) 
2 A] Lp 
R — RP 


unde A este o matrice ortogonală. Cu aceasta aplicaţia definită 
între cele două feluri de baze se extinde într-o aplicaţie definită 
între matricile ortogonale și pseudoortogonale. 

Calculînd, găsim că o schimbare de repere pseudoortogonale 
este dată prin formulele 


fy =a% fa —iade" în, 
fv = —iaa fa +-aa i fa» 


şi deci o matrice pseudoortogonală este de forma 


— ia, a 


unde A=(a5) este o matrice ortogonală. Mulțimea matricilor 
pseudoortogonale formează evident grup, numit grupul pseudo- 
ortogonal. Acest grup poate fi interpretat ca un grup de transfor- 


mări liniare ale spaţiului vectorial complex Vs. 
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$ 10. TENSORI EUCLIDIENI 


1. TENSORI EUCLIDIENI, DIFERITE FELURI DE COMPO- 
NENTE. Să ne dăm un spaţiu vectorial euclidian V,. Pe un ast- 
fel de spaţiu. se poate identifica orice tensor covariant de ordinul 
q cu un tensor contravariant de ordinul g, astfel că în acest caz 
este inutil să considerăm tensorii contravarianţi, covarianţi sau 
micşti de acelaşi ordin ca entităţi geometrice distincte. 

Într-adevăr, spaţiul V, fiind raportat la o bază oarecare şi 
Va la baza duală, notăm prin 9, coeficienţii formei pătratice fun- 
pamentale. Am văzut în paragraful precedent că se pot identifica 
elementele lui V, de componente zi şi elementele lui Va de compo- 
nente t; dacă aceste componente sînt legate prin relaţiile 


i= gyd, zi= ti, 


2. TENSORUL FUNDAMENTAL. Produsul scalar al doi vec- 
tori x şi y ai lui V,, de componente contravariante zi! şi y! se exprimă 
prin formula 


XY =9ut iyt, 


Acest. produs scalar este invariant prin raport cu schimbarea 
de bază, oricare ar fi x şi y. Rezultă că g,, sînt componente ale 
unui tensor euclidian (fapt care rezultă, de altfel, şi din definiția 
lui g). Acestui tensor îi vom da numele de tensorul fundamental 
al spaţiului V,. 

Acest tensor fiind simetric, nu admite evident decit sistemul 
de componente mixte. 


9909 =9" rs - (10.1) 
Să căutăm a le evalua. Prin definiţia lui gi și g” avem 
gi agr 
=—— 
$= 


unde a! este coeficientul lui 9» din dezvoltarea determinantu- 
lui g. La numărătorul membrului doi figurează deci dezvoltarea 
unui determinant identic: cu g, cu excepţia celei de-a j-a coloane, 
unde g; au fost înlocuiţi prin g; se deduce deci 


e J= n dacă izj 


“(10.2 
1 dacă i=j. A ) 
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Valorile componentelor contravariante ale: tensorului fundamen- 
tal sint atunci date prin 
gigi = gt, 


aceste componente coincid deci cu cantităţile g” iritroduse în 
paragraful precedent. Putem enunţa 

Teorema. Scalarii gi; şi g” sînt respectiv componentele cova- 
variante şi contravariante ale unui tensor simetrie, tensorul fundamen- 
fal al spațiului euclidian, scalarii gi definiți prin formulele (10.1) 
sînt componentele mixte. 


§ 11. ALGEBRA EXTERIOARĂ PE UN SPAȚIU 
VECTORIAL EUCLIDIAN 


1. TENSORI ANTISIMETRICI. Să- presupunem că V, este 
un spaţiu vectorial euclidian. Diteriţii tensori care se întîlnesc în 
algebra exterioară sînt atunci tensori euclidieni, iar componentele 
contravariante și covariante ale unul tensor euclidian, de exemplu, 
de ordinul doi, sînt legate prin relaţiile: î;/=g+Qut?. Dacă tenso- 
rul considerat este antisimetric, componentele sale stricte contra- 
variante şi covariante sînt legate prin relaţiile: i 


Oix Jir 
i Ju Jn. 
Spațiul A V, se va putea dota cu o structură de spaţiu vectorial 
euclidian, a cărui formă pătratică fundamentală admite, într-o 
bază coeficienții 9;4+9ș: —9u93k- 

Același raţionament arată că, pentru un tensor complet anti- 


simetric de ordinul n, între componenta strictă covariantă şi com- 
ponentă strictă contravariantă există E 


T ati O © ALD 
g fiind determinantul oile cu Si citite ize l 


2. PRODUSUL MIXT. Produsul exterior al n vectori za ai- 
unui spaţiu 7, este un tensor de n:ori contravariant în care compo- 
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=F r: f : Eo (11.1). 


< 


neritele pat eh det(z :) nu pot Iua decit valorile 0 şi + dela £), 


iar printr-o schimbare de bază de forma z” =a” x fiecare din 
aceste componente este înmulțită prin A= dea?) 


piure fa Ap: în 


Prima din aceste componente într-o bază ortonormată pese r= 
=det(x') defineşte produsul mixt al celor n vectori X«, care se 


notează în acea bază prin: i 
pl: 2=(p Xa eo Xa) - (11.3) 


„Această cantitate nu este bine determinată decît dacă s-a 
orientat spaţiul, şi o schimabre de orientare o schimbă în. opusa 
sa*, 

Produsul mixt este deci.o aplicaţie, și anume aplicaţia T,X ... 

. X Ta=R definită prin (x1, Xg. <» Xa) pl! 2": =—det(2t); defini- 
tia astfel dată depinde și de bază Și de orientare, iar cînd A=1, 
numai de orientare. : - a 

„Din definiţia dată rezultă. proprietatea __: . 


(—1(a, Xa e. X) =(Xa Xj oeo Xn-1)- 


3. PRODUSUL VECTORIAL A n-1 VECTORI. Fie x,, X2,...; 
X-a N—İ vectori ai lui V,. Dacă spaţiul V, este orientat, atunci 
aplicaţia lui V, în R definită prin 


def Sa 
y:xeV,—y(2)= (X, Xi. <. XER, 


defineşte la rîndul său o formă liniară pe V,. 

În adevăr, pe: baza proprietăţilor determinanţilor, se. arată 
imediat că: y(A!Xx, AXXa) =AtyY(Xi) HAY). 

Spaţiul V, fiind însă identic cu .dualul său,. aplicaţia y se 
interpretează ca un vector y şi deci putem pune 


(x, Xise ees Xa1)=X'y. 


Vectorul y nu depinde decît de Xy >. NEI Xai; el este numit 
produsul vectorial al vectorilor daţi şi se notează prin 


oa Sa e.o X Xa-1 
. “Funcţiile numerice care se transformă după o astfel de lege sint numite 
scalari de speță impară, pentru a le distinge: de scalari propriu-ziși;a căror valoare 
nu depinde de orientarea spaţiului. 
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Componentele sale covăriante, prin raport cu o bază (e), 
ortonormată și de sens direct, sînt egale cu minorii determinantului 


1, a, ...,9 xt ' 
n=l 
1, z?, . 3 z? 
: . . $ F 
i IP AATE j 
1 n—1 z 


relativi la prima coloană. -. : = 
Exemple. 1°. Dacă (i1, ;..;î,) este o permutare a numerelor 
(1, 2, <... R) avem š ` ka E, acm pică . A i ia r i 
| | cei X Ci Wa e Xei 1 =Ê 
ide e este semau permutăriă, în particular | 
(—1)"-1e., XeaX ... Xepa 6. 
2°, În cazul n =3, avem tabloul de înmulţire 


i? 


t.. 


, êg ez —€10 | a fisa 

3*. Pentru n=2, produsul vectorial al unui singur vector x, 
corespunzător acestei definiţii, este vectorul y dedus: din x prin 
rotaţie de unghi ir (adică. ortogonal cu el). 


i 


4, PROPRIETĂȚILE PRODUSELOR MIXT ȘI VECTORIAL. 
Următoarele proprietăți ale produsului mixt şi ale produsului 
vectorial se enunţă în același fel: 


1) Aceste produse sînt funcţii multiliniare de vectorii daţi, 
care nu se anulează decit dacă vectorii nu sînt liniar independenţi; 


2) Ambele produse sînt distributive în raport cu adunarea; 


3) Ele 'se schimbă în opusele lor dacă se schimbă orientarea 
spaţiului, sau dacă se schimbă. între ei doi factori. Da, 
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Observaţii. a) Din formula . fn E Š 
(Xa Xa, eses Xa)=X;(%2X cia XXa) l (11.4) 
revine numele de produs mixt dat, aparent impropriu, produsului 
pe care l-am definit la început. 
b) Produsul vectorial este un vector ortogonal pe oricare din 
vectorii care îl definesc. În adevăr, fie în DANI Va vectorii Xi, . ... 


«s Xu-a Şi produsul lor vectorialz=x,X ... XXn- Să arătăm că 
z este ortogonal cu X, oricare ar fi i=1,..., n—l. 


X;'’Z=X;(Xı x ... XXa-1)=(Xp Xis S.. Xa-1)Æ=0 


c) Orice vector x, cu proprietatea că este ortogonal cu pro- 
dusul Z=X1XXąX ... XX; este o combinație liniară a vecto- 
rilor X}, << Xni. În adevăr 


er x(x . - XXa1)=(%, Xa... xa1)=0 


conform proprietății 1) x= F? ix. l | | 
i=1 ' 
d) Din observația- ») rezultă ca > PRI Pe A e A este - o bază 
(Xa e e 5 Xa fiind presupuși liniar independenţi). < 
e) Un vector y cu proprietatea că este orpona cu n—l 
vectori X7,... ; Xn-a este liniar dependent de produsul vectorial 
al acestora. 
n—=1 
În adevăr, conform lui 4) y=mz+ SAX 
i=l ' 
Înmulţind scalar cu x, şi tinind seama de ipoteza făcută 
asupra lui y ca și de observația b), rezultă că toți àf=0, prin 
urmare y=mz. - 


© 5. EXPRE sia ANALITICĂ A PRODUSULUI MIXT ÎNTR-O 

BAZĂ OARECARE. Fie $(e,) o bază oarecare şi Xa =ke n Vec- 

tori ai lui V,. Dacă se face o schimbare de bază e; =—ai,e,, noile 

componente x” satisfac la | 

det (xi) =A det (2%), cu A=det (ai,). 

Formula | 
g' =det (ex -ey )=4?ġ, cu A=det (ai,), 

ne conduce la Vg det ()=V7 det(x¥), care arată că expresia 

Vg det (zt) rămîne invariantă sau se schimbă în opusa sa după 
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cum A este pozitiv sau negativ. Ori:dacă baza &(e,) este orto- 


normată, avem: Vg=1, şi această cantitate reprezintă atunci 
produsul mixt a n vectori Xa. Avem deci 


Eio Xs...» x)=Vă det (x$); | ai. 5) 


avînd grijă ca baza &(e;,) să fie de sens direct. Se stabilește! la 
fel relația 


(Xis Xares Xa) = Taa i. a. . (11.5) 


unde prin (2) am notat componentele covariante ale vectorului 


Xa prin raport cu o bază de sens direct. 


6. EXPRESIA ANALITICĂ A PRODUSULUI VECTORIAL 
ÎNTR-O BAZĂ OARECARE. Vectorul y =X1X...XXs-ı a fost 
definit prin x:y=(X, Xı, .. . Xa-a). Se obțin deci componentele 
covariante y; ale acestui vector” identificînd termenii. în af din 
cei doi membri ai egalităţii: | 


mai. zi 
e ie 


ziy=Vg| . 1 cai 
PD PE 
' | n—l 


se obţine aceeași expresie a componentelor contravariante ale 
lui y cu ajutorul componentelor covariante ale vectorilor Xa, 
identificînd termenii în x, din cei doi membrii ai egalităţii: 


ATT isee Tı 
` 1 


n—l 
zyi= |: : UA 
Vo a pi RER „A 
Me | n—1 
În particular, pentru n=3, avem 
xl y! . zt 
asile se a], 
x y? zè 
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si A contravariante ale vectorului y Xz sînt numerele: 
Jp (aa - az); = dl (oaia — 29), Z (za — za), 
ví y Vo 
iar componentele sale covariante pot fi scrise sub forma 


"Vg, Vg), Vg(aig—a%y1). 


Observație. În general într-o. bază neortonormată ‘produsul 
yxz poate fi scris simbolic sub forma |. 


e. i €1 èz @ 
Ca Yı Yz Use 
Za Za Za 


Într-o bază ortonormată y g=1, iar componentele covariante şi 
cele contravariante coincid, şi deci produsul yXz se scrie sub 
forma 


e cz e3 


o yxz=|p fila 
zi 2 28|. 


7. TEN SOR ADJ UNCT AL UNUI TENSOR COMPLET ANTI- 
SIMETRIC. Să 'considerăm spaţiul vectorial V,, o bază R(e:) şi 
o orientare a sa. În raport cu schimbările de bază, permise de 
orientare, cantitatea. 1 Ng se transformă :ca' compoñħenta strictă 
contravariantă a- unui tensor complet. antisimetric de ordinul n. 
După cum ştim, acest tensor admite drept componentă strictă 
covariantă pe Vg. Componentele sale contravariante' ordinare - se 
seriu pin: formula 


iii CAT AIR i i tă | E SE 
PO E E 

în timp ce componentele sale covariante sînt date prin. ... 
Miz ip a IE; n7 Ei ta .. tn Vy. (11.6') 


wade cantitățile &,...î Sint numeric SATA cu eh“: în, 


` Să' considerăm acum un tensor complet antisimetrice t de 
ordinul q( <n) şi de componente titz. +-+. -ie şi Îi, în eco ig Se numeş- 
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te tensor adjunct al lui t tensorul i' complet antisimetric de ordinul 
(n—q), obţinut prin înmulţirea contractată a lui £ cu (11.6), deci 


L 1 :+ ă 
Pieta erste E ght- .. „În îq-ta e. s Ai A RE Ari 
, '1 ; 
ZA ta în „o. .., i 
bot ....p În qi Niis -shg datis.. ul e 


Tensorii complet antisimetrici de ordinul n sau (n—1) admit 
ca tensori adjuncți scalari sau vectori. 

Propoziție. Tensorul adjunct al produsului exterior a n—1 
vectori este egal cu produsul lor vectorial. 

În adevăr, fie vectorii xX7,...,; X-a, produsul lor exterior 
XA e.. AXn-1 şi produsul vectorial xX ... shi 2 bază 


oarecare &(e;), în care vectorii x, au componentele z, produsul 
exterior are componentele stricte 
i .... „în_ 3 ja 
da: .. jnn s ..X A 
n—l 


iar tensorul său adjunct are componentele 


? 1 
l, = —~ s ò nuia.. „Îi 
am (n— (na e »a—a în pe sja Ai | 
Va hı PP 
= TEE PEE n 
n—1 


Aceste componente însă solacia cu componentele produsului 
vectorial. 


8. BAZE RECIPROCE ÎNTR-UN SPAȚIU VECTORIAL EU- 
CLIDIAN V,„. Unei baze &(e,) i se asociază în orice spațiu vecto- 
rial o bază duală 8*(e%). Dacă spaţiul vectorial este însă euclidian, 
orice covector se identifică cu un vector, deci şi covectorii ef se vor 
identifica cu nişte vectori e;, aceşti noi vectori constituie la rîndul 
lor o bază (ej) a lui V,, pe care o numim baza reciprocă a bazei 
(e,), iar vectorii e;, reciprocii vectorilor e;. 

Plecînd de la definiţia bazei duale, deducem că vectorii 
reciproci pot fi definiţi conform pct. 8-$ 9 prin condiţiile 


e; = Šip (11.7) 


1 dacă (i ..., ip) este de paritate contrară cu (jis >.. jp) 


E 2 S ip _ -[- 1 dacă (î1,..., ipjeste de aceeași peritate cu u (iu îi] 3) 
ip 0 în caz contrar. 


Conform acestor formule şi a proprietăţii e) de la pct. 4, 
deducem că 


Pentru determinarea lui m să înmulţim scalar această rela- 
ţie cu e, şi să ţinem seama de (11.7); găsim 
1 


(Ers ea, so a s €n) ; 


Avem deci pentru vectorii reciproci relațiile de definiție 


ee — CItIX- --XeaXerx. ..Xei—1), (11.7) 
(e, €s so» os €n) 


9. PROPRIETĂȚI ALE VECTORILOR RECIPROCI. 

a) Vectorii reciproci constituie o bază a spaţiului V,. Întru- 
cît ei sînt în număr de n, va fi necesar să arătăm că sînt și liniar 
independenţi. 

Să presupunem că între ei există relaţia de dependenţă 
liniară ʻe’ =0. Înmulţind scalar cu e, şi ţinînd seama de (11.7) 


rezultă că toţi M'=0, ceea ce demonstrează afirmaţia. 

b) Componentele zi ale unui vector x, scrise în baza ae.) 
sînt egale cu produsele scalare ale. vectorului x cu vectorii reci- 
proci. Aceasta rezultă prin înmulţirea scalară a vectorului x= 
=e} cu (e; X ... Xe.Xe xXx e.e X €;_1)/(ex, e.. en); 

EX(erp X . + XOnXerX ... X €;..1) 
77 o... ên) 

c) între produsele mixte ale vectorilor a şi ale râciisacilo 

există relaţia (e,,...,e„)(e,,...,e:)= 

d) Reciprocii reciprocelor sînt aie daţi 

-~ œe) Notînd e,'e=gu şi et-et/=—g*, putem exprima e; = 

=&;e*, înmulţind scalar cu ej; avem A= fip deci emg". 

De aici deducem că un vector x==zfe,=ze*! = geți, Zi =guxi. 

Prin aceasta am arătat că componentele unui vector x, scrise în 

baza reciprocă, nu sînt altceva decit componentele sale covariante. 

Se deduce imediat că g*==g şi eth=ghte,. | 

_î) O bază ortonormată este autoreciprocă. Această afirma- 
ţie rezultă din definiţia vectorilor reciproci și. din proprietatea 
vectorilor unei baze ortonormate de à avea produsul mixt egal 
„cu 1, sau din proprietatea dată în exemplul 1 pct. 3. 


t =X s 
zr Xe. 


. 
èi 
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PROBLEME ŞI EXERCIŢII 


1. CITEVA PROPRIETĂȚI PARTICULARE ALE SPAŢI- 
ULUI VECTORIAL V;. Întrucît produsul vectorial este utilizat 
mai ales în Vg, el devine un produs de doi factori. Pentru studiul 
său se poate lua o bază 4(e,), astfel ca primul vector X să fie 
dirijat după e (X=26;), al doilea vector Y să fie în Pinul deter- 
minat de e, și ez AY aer ERa Dacă vom pune Eoi Y), 
avem 


X =e, did X), Y= E cos ĝ-+-ex sin 0) mod Y, 


din aceste formule, cu folosirea proprietăților e; Xe; =0 şi e1X 
Xe2=e3, găsim că 


[XX Yes sin 0 (mod x). (mod Y). 1.8) 


 Regăsim astfel definiţia elementară a produsului "vectorial 
dintr-un “spaţiu Vs. Din ea se deduce relaţia 


IX x Yj=(mod X)(mod Y) sin 6, (11.8) 
cu ajutorul relaţiilot (11.8') şi (9.8) deducem formula ` 
IX x Y-+XY)’=(mod X)P(mod Y)’, 
numită identitatea lui Lagrange. . 


2. DUBLU PRODUS VECTORIAL. În: spaţiul Vs simbolul 
X x (Y xZ) are un anumit sens şi reprezintă un vector, numit 
dublul produs vectorial al celor trei vectori X, Y, Z. Acest produs 
nu este asociativ. Pentru calculul său vom deduce următoarea 
formulă E x 


Xx(0x2)=%:2)Y YZ 09 


des utilizată în teoria curbelor şi în mecanică. 


Pentru demonstrarea formulei (11.9) să utilizăm o  ortobază 
&(e,) şi să notăm cu T=Y xZ; conform observaţiei de la punctul 
precedent, vectorul T este ortogonal cu Y și cu Z. În mod analog, 
vectorul X xT este ortogonal cu X şicuT, rezultă deci că vectorul 
T este ortogonal cu Y, Z şi Xx(YxZ), prin urmare, ultimii trei 
vectori sînt liniari dependenţi, adică . 


XX XZ)=AY + uz. 
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fumulţind însă această relație scalar cu X, parte cu parte, gă- 
sim că 


| o ARY)+u(XZ)=0, 
( A S fae zi 5 A 
sau —A—m—b—==0, de unde A=o(X, Z) p=—0(X, Y). 


(X-:Y) FEED 
Avem deci că 
-Xx(Y xZ)=[YX, Z)—Z(X, Y)]. - (11.9) 


Pentru determinarea factorului c, vom transcrie relaţia 
(11.9) în baza $(e,) şi vom identifica în dezvoltare coeficienții 
lui e; (este suficient, de exemplu, să identificăm coeficientul lui 
€). Întrucît relaţia (11.9) trebuie să' fie aceeași, oricare ar fi 
vectorii X, Y, Z, vom putea lua, în particular, X=e, Y =ez, 
ZL=e, caz în care rezultă că s=i, şi deci relaţia (11.9') este de- 
monstrată. 


3. PRODUSUL VECTORIAL se exprimă în. spaţiul. V3, ca o 
aplicaţie V3X Vs Vs, cu verificarea următoarelor proprietăţi: 
I. XXY=—YxX (proprietatea' de anticomutativitate); 

II.  (atXa-k2X3)X Y =a! (X; X Y)-+-a?(X2 XY) . (proprietatea 
de biliniaritate); | 

ŢII. Xx[Y xZ]+YXx[ZxX]+Zx[XxY]=0. (identitatea lui 

Jacobi). 
„___ Spaţiul vectorial V3 împreună cu proprietatea a II-a, consi- 
derată ca axiomă, se zice că formează o algebră. Această algebră 
împreună cu proprietatea I şi a: II-a, considerate tot ca axiome, 
poartă numele de algebră Lie. 

Aceste proprietăți rezultă imediat din considerațiile făcute; 
de exemplu, proprietatea a III-a se demonstrează prin aplicarea 
directă a formulei (11.9). Spaţiul vectorial euclidian V, dotat 
cu produsul vectorial, este deci organizat ca algebră Lie. 


4. ALTE PRODUSE DE MAI MULȚI VECTORI. Cu ajutorul 
produselor scalar, vectorial şi mixt pot fi date următoarele iden- 
tităţi, utile în diverse probleme de geometrie şi mecanică. 


1°. Produsul sealar a două produse vectoriale 


(X xY): (ZxT)=(X-Z\(Y -T)—(X-TX(Y 2). 


În adevăr, făcînd. notația H=XxY şi mr) seama de 
py (11.9) avem H-(ZxT)=Z:(TxH)=((T-Y7)-X—(T:X)Y]'Z= 
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=(XZ):(YT)—(YZ) (XT), relaţie ce mai! poate fi scrisă şi sub 
forma 


X-Z X-T 


XxY\(ZXT)= 
AXE D= yz Y-T 


T (11.10) 


în cazul particular cînd Z=X, T=Y, găsim că 
xX? XY 
XY y? 


Determinantul Ga este cunoscut, şub numele de determinant 
Gram, de ordinul doi. 
2°. Produsul .veetorial.a două. produse veetoriale . 
 (XXY)x(ZXxT)= (X.Y, T)Z— —(X, Y, Z)T=(T, Z, Y)X — 
| —(T, Z, X)Y. -= (L 11) 
În adevăr, (x X: Y) x (Z x T) =[(X x Y)T]Z — [(X x Y)Z]JT = 
=(X, Y, T): Z— (X, Y, Z)I, analog —(ZxT)x (X xY)= 
=—{[(2 x T)Y]X —[(Z x T)X]¥}=-—(Z, T, Y)X+(Z, T, X) Y. 
Vectorul . (XxY)x(Z XT) este situat şi în planul determi- 
nat de X şi Y şi în planul determinat de Z şi T, deci la intersec- 
ţia lor. | 
Tot din formula (11. 11) deducem că între patru . vectori 


X, Y,Z, T din. Va există dependenţă liniară (pr eoapaaiaă că 
X,Y,Z sînt liniar independenți): 


g (2) y, (ZX T) ZLD ai 
o (X.Y, 2) AP He k ? 


(X xY) =|X xY] = =Ga 


3°, Produsul a idoni produse mixte este 


XU XV XW 
Y-U YV Y:W 


| ZU ZV ZW 
Fie X, Y, Z şi T patru vectori, formula .(11.12) ne spune că 


N T-| Yxz qx T] rT] 
<O LAED. |: A2 LX - 
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„or, Y, ZU, v, W= 


Fi 


Să presupunem încă că T este. produsul UxY, : ; 
UxV= (Ex ZAU xV) x X+ ZxXXUxV) Y+ (XxY(UX V) z. 
(X, Y, Z) 03 Y, Zj - XV, 2) 
folosind (11.10) găsim că. - - 
_|YU ZU . ZU zvl? + XU v|” 
YV ZV ee XV XV: YV 
aia această relație scalar cu W; avem: 
YU ZU 
W 
sis zvy Č +] 
2 XU YU 
XV YV 


ZU XU 


X, Y, ZU, V, W 
( X ja ZV XV 


me 


|ew. 


sau sub forma 


XU YU ZU 
XV YV ZVÝ 
XW YW ZW 
Dacă, în particular, U =X, V =Y, W =Z, atunci 

X? XY XZ 
XY Y? YZ 
XZ YZ 7? 


Acest determinant poartă numele de determinant Gram de ordinu 
trei. 


(X, Y, Z)(U, V, W)= 


(X, Y, Z}= =G; 


5. VECTORUL ADJUNCT AL UNUI BIVECTOR ÎN V. 
Să ne situăm, de exemplu, în spațiul euclidian V3, pe care îl pre- 
supunem raportat la o bază ortonormată. Fie X A Y un bivector 
al acestui pr Să căutăm forma vectorului său adjunct. Notînd 
prin Xf, componentele vectorilor X, Y şi Z în baza dată, 
găsim că AA XAY are drept componente 
p? =r — ry, 
p= y at, 
p? =x! —z?yt. 
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Întrucît determinantul g este egal cu unitatea, vectorul 
adjunct Z are componentele date prin 


Z= ry, 
z? =y — ay, 
=x y? — yt, 


vectorul Z. este deci ceea ce se cunoaşte în calculul vectorial ele- 
mentar sub numele de produsul vectorial al celor doi vectori X și Y. 


a zi) iau e 


CAPITOLUL WI. 


SPAŢII PUNCTUALE 


În acest capitol ne vom ocupa de cîteva dintre cele mai im- 


„portante spaţii punctuale — spaţiile omogene cu grup. fundamental 


liniar. 


SPAȚIUL PUNCTUAL AFIN 


1. DEFINIȚIA SPAȚIULUI PUNCTUAL AFIN. Se numeşte 
spațiu r afin cu n, dimensiuni sistemul A,=(S, Ta, ọ), 
unde S={A, B, C,...} este o mulțime de elemente numite 
e T, este un spațiu vectorial cu ri dimensiuni și p: SX S—>T, 
o aplicaţie care atașează fiecărei perechi : ordonate de ponei 


(A, :B) din S un vector unic ọ(4A, B)=ABeT,. | 
ọ: (A, B)eSx S—a(4, B)=ABeT,, 


cu verificarea proprietăţilor: 

1) e(4, B)+ọ(B, A)=0, 

2) p(4, B)+o(B, C)+o(C, A)=0 (relaţia lui Chasles), 
'3) VOeS şi vveT,= 1IMeS | e(0,M)=O0M=v. 
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Din proprietatea 3) rezultă că există o aplicaţie bijectivă 
între SXT, și SX S, pe care o notăm cu Y 


Y: (0, v)=(0, M)le(0, M=v, 


adică astfel încît următoarea diagramă să fie comutativă 


SxS SxIn 
== a 
Th 


unde rz este proiecția ' canonică pe al doilea factor. 

Dacă punctul O este fixat, vectorul v==OM poartă numele 
de vector de poziţie al punctului M. 

Vom numi sistem de coordonate sau reper afin, în A,, ansamblul 
(0, e,), unde OES, iar (e,) este o bază a lui T,. 

În reperul &(0, e) vom numi, prin definiție," coordonate 
ale unui punct M, componentele vectorului OM OM=aie, şi vom nota 
aceasta prin Mai, ADE a E Riguros vorbind, un reper $ este 
o aplicaţie bijectivă definită pe R” şi cu valori în A, prin care 
sistemului de n numere reale (zi, ..., x”)i se ataşează punctul M. 


2. SCHIMBĂRI DE REPERE. Ne propunem să determinăm 
ce relatii există între coordonatele unui punct MeA,, considerat 
prin raport cu două repere. &(0, e) și %'(0”, ep). Pentru a 
localiza fiecare reper prin raport cu celălalt, scriem relaţiile 


00'= fe.: = Lil Li 
00 ze ii O'G O pi ej; P (12.1) 
ep =aeu = eg. 


Punctul M are coordonatele z! zi prin „raport 'cu | Tepen R 
şi 2% E” prin raport c cu reperul &', deci OM=zie, şi O'M= =aYey, 
dar 0M=00'+60'M, deci ze, =aiej4-a2'ey=a'ej-a aie de unde, 
prin identificarea coejicienţilor lui e, rezultă că 
zi=aiat' ai, (12.2) 
şi analog 
za pat, | (12.3) Z 
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e 
e 


e 


Vom spune că între reperele (0, e,) şi $'(0', ev,): am 
definit. o schimbare de reprere afine dacă între baze avem relaţiile 
ev=atej şi '0' 0'O=a'er (din definiţie rezultă: că: del(ai) 0 şi re- 
ciproc). 

Prin urmare, dacă M are coordonatele zi în reperul & şi 
z” în 8, cele două serii de coordonate ale lui: M sînt legate 
prin formulele (12.2) şi (12.3) şi numite: formule” de schimbare 
de'repere: Cu referire la: schimbările: de repere, avem următoarele 
propoziţii: 

Propoziția I. O schimbare de repere afine R= i defineşte o 
transformare în, mulţimea reperelor lui As : - 

În adevăr, schimbarea de repere afine FAC este realizată 
prin formilele (12.1). Fie dat un alt reper afin 80 $i), gin el 
putem obţine reperul afin &,(0,, îp,), unde O, are în &, coor- 
donatele af, iar fy, =a}f;: Aplicația Rı—>R; este: aleea și deci 
propoziţia. I este demonstrată. 

Propoziția II. Mulțimea schimbărilor de repere afine (egală 
cu mulţimea transformărilor de repere afine definite prin pro- 
poziţia: I). formează -grup, numit grupul schimbărilor de repere 
afine. .. 

O schimbare de repere este reprezentată prin formulele (12, 3). 
Pentru a. arăta că mulţimea. schimbărilor de repere formează 
grup, să considerăm schimbările de repere- | 


zi '=a sipa” şi = za”, 
1) Produsul de două schimbări de. repere afine (schimbarea 
succesivă a lor) este definit prin 
zi! =a (adë x! pat) at (ai ai) (aa ja”), 


care este, evident, tot o schimbare de repere afine. ` 
2) Elementul de efect nul, la legea de compoziţie definită 
mai. sus, este schimbarea de repere afine pentro. care ař = 8? 


; î 
şi a" =0, 

3) Inversa schimbării. de repere afine at af zia" este 
schimbarea de repere afine zi=aiz —aa”, 

4) Pentru demonstrarea asociativității vom mai. considera 
şi schimbarea de repere afine z'“—ai,, x"'+a“". Cu aceasta avem: 

z" =ai, [(ai, a)r + (ag a” -at)]-+-a"”" = ai, (ai ai)zt+ 
+ai, (a, 'at')+ a iata”, 
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precum şi 
at" = (an aia za) + (ai artar) (at A az at 
+ (ap at, Ja" +a j ra'yat”, 


Ținind seama de. asociativitatea şi distributivitatea numerelor 
reale, rezultă că asociativitatea produsului schimbărilor de repere 
afine este satisfăcută şi deci mulţimea schimbărilor de repere afiņe 
formează grup. 

Fiind dat un reper afin fix, prin raport cu acesta orice schim- 
bare de repere afine poate fi interpretată ca o transformare: a spa- 
țiului A, în el. însuși. Schimbării de repere afine $-—8%/ i se 
asociază transformarea 7, care „acţionează. As0pra lui Aa şi este 
definită prin 


T: a(r) >a (a =a" =d pat, (i= Je | as 


Aceste transformări (definite prin formula (12.4) cu, det(ai) #0), 
poartă numele de transformări afine ale spațiului Án: Reciproc, 
oricărei transformări afine (12 4) i se asociază schimbarea: de repere 
afine -(12.3). Constatăm că produsul a două transformări afine 
obţinut prin aplicarea lor consecutivă este transformarea afină 
corespunzătoare schimbării de repere afine produs și deci, evident, 
faţă de această operaţie: mulţimea transformărilor afine este orga- 
nizată ca grup, numit grupul transformărilor afine sau grupul afin. 

Datorită legăturii care există între transformările afine şi 
schimbările de repere afine, grupurile acestora sint izomorie şi 
deci pe viitor le vom identifica. 


Observăm deci că spaţiul punctual afin A, apare ca prechea 
(S, Gan), unde S este mulţimea punctelor sale iar Gata) este 
grupul afin. 


3. SUBSPAȚII AFINE. Definiţie. Se numește subspafiu afin 
al unui spațiu afin A, orice parte AC.A, cu proprietatea că VOeA, 


vectorii e(0, M)=OM, asociaţi diferitelor puncte MEA, să consti- 
tuie un subspaţiu vectorial T, al lui Tp. 


Pentru aceasta, este suficient ca pentru un punct O, particule 


vectorii OM să constituie un subspaţiu vectorial TC Ta: În adevăr, 
dacă O’ este un alt punct oarecare al lui A, avem: 


0'M= OM —00, 
dar OMeT, şi OO'eT,, deci O0'MeT,. 
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 Tvera, fiind dat un vector aeT,, rezultă că există un punct M 
şi unul: Singur, care aparține lui A, astfel ca: 


OM = 09; +a, adică O'M M =a. 


Este clar că, prin însăși definiţia sà, dacă subspaţiul: vectorial 
Tp este cu p dimensiuni, subspaţiul afin A este el însuși un spaţiu 
afin A cu P dimensiuni. 

Dacă ne situăm în spațiul afin As: subspaţiile afine A, cu T 
şi As cu 2 dimensiuni poartă numele de i i a: lină plane 
ale lui As. 


4. SPAŢII: AFINE. PARALELE. Să cõušiderám spațiul 'vecto- 
rial 7, Şi un subspaţiu . al său: T„(p<n). Cu ajutorul acestuia 
împărţim spaţiul 7, în clase de resturi prin raport c cu Ty considerat 
ca divizor normal. S 

Fie dat acum spaţiul A,, subspaţiul său A, căruia i: 's6 asociază 
T; Şi OeA,. Piinctele M EA icare sînt astfel încît perechii (0, M) 
i- se “asociază vectorii uneia dintre clasele de echivalență fixate 
mai sus, constituie la rîndul lor un subspaţiu afin A 
ApH 0(XIXeT,|T,)=(MeA OMeX=o clasă de echivalență). 


În adevăr, alegind un Moe, . avem 7 
. MM- =0M—0M, (Mo, Me4j). 


dar cum prin ipoteză SM şi OM aparţin unei: clase, diferenţa lor 
este:un vector din Tg, deci perechii (Mo;: M) i se asociază un vector 
din T, şi prin urmare Ap este un subspaţiu afin, conform cu defi- 
niția de la` punctul precedent, 

Subspaţiile afine Ap astfel determinate poartă numele de 
subspații paralele. Evident că relaţia de paralelism între subspaţiile 
cu p dimensiuni, definită de noi aici, este o relație de echivalență 
şi deci. îm parte mulțimea tuturor subspaţiilor cu p dimensiuni 
în clase de echivalență. 


5. PARAMETRII DIRECTORI. Să considerăra: ca aplicație a 
consideraţiilor din punctul precedent, cazul particular al subspaţiilor 
afine cu o dimensiune, acestea poartă numele de drepte. 

Să considerăm acum în mulțimea tuturor dreptelor din spa- 
ţiul A, relaţia de echivalență prin raport cu care împărţim această 
mulţime. în familii de drepte fai Aceste familii poarta a numele 
de- direcţii în spaţiul afin A,. 
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: Să observăm. că o: familie de drepte paralele (o .direcţie în 
spaţiu) poate fi caracterizată printr-unul din reprezentanţii săi, 


de exemplu, prin dreapta din familie care trece prin punctul O.. 


Această dreaptă este, evident, formată din mulțimea punctelor 
M(a, ..., x”) ai căror vectori de poziţie OM=o(0, M) sînt de 
forma Av, unde v este un vector oarecare #0 de pe dreaptă.. 

Componentele vectorului Av(A +0)(v 40), poartă numele de 
sistem de parametrii directori, ai direcţiei din care face parte dreapta 
şi odată cu aceasta, ai oricăreia din dreptele direcţiei date de vec- 
torul v. 

Definiţia dată mai sus pentru parametrii directori ai unei 
direcţii din A, poate fi reformulată sub forma echivalentă, spunînd 
că se numesc parametrii directori ai unei direcţii din spaţiul afin 
parametrii directori ai direcției din spaţiul vectorial. care cores- 
punde uneia din dreptele ce compun direcţia respectivă. a 

Rezultă imediat din definiție că 1) într-un sistem de parametrii 
directori, aceştia nu pot fi toți nuli; iar 2) parametrii directori 
ai oricăror două sisteme ale aceleiași drepte sînt proporționali 
între ei. 


6. REPREZENTAREA CALCULULUI VECTORIAL ÎN SPA- 
ŢIILE PUNCTUALE AFINE. În definiția spațiului punctul afin 
A, am folosit mulțimea de elemente Sx S şi aplicația ọ : SX S>T, 
cu proprietățile 1), 2) și 3). Elementele noii mulțimi SX S, adică 
perechile ordonate de puncte de formă (A, B)=AB cu A, Bes, 
poartă în mod curent denumirea de vectori legați (sau segmente 
orientate) ai spațiului afin A,, de origine A şi de capăt B. Mulțimea 
vectorilor legați nu formează un spațiu vectorial. 

În mulțimea vectorilor legați putem introduce acum o relație 
de echivalență în felul următor; vom spune că doi vectori legați 
AB şi A'B' sînt echivalenți şi vom scrie 

ABZA'B', 
dacă p(A4, B)=ọ(4', B’). 

Această relaţie verifică cele trei proprietăţi ale relaţiei de 
echivalență şi prin urmare împarte mulțimea vectorilor legaţi 
în clase de echivalență. Doi vectori din aceeași clasă poartă numele 
special de vectori echipolenţi. Evident că clasele de echivalență 
definite mai sus sînt în corespondenţă bijectivă cu vectorii lui 7,. 

Vom. numi acum aceste clase de echivalență vectori liberi; 


după cum se ştie, o clasă poate fi dată prin oricare din. elementele 
sale considerat ca reprezentant. Vom nota vectorii liberi prin (AB) 
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unde AB este vectorul legat luat ca reprezentant. Cu aceste ele- 
mente 'noi (numite vectori liberi) se poate concepe, evident; : un’ 
calcul vectorial, adică mulţimea vectorilor liberi se poate. organiza 
ca spaţiu vectorial. Pentru a realiza. acest fapt, vom putea proceda, 
de exemplu, în felul următor: 

a) Prin suma a două clase 'vom înțelege clasa căreia i se aso- 
ciază ca vector din T, suma vectorilor asociaţi claselor, adică 
dacă: (AB)—v=o(A, 'B), respectiv (CD)-w=o(C, D) avem 
(4B)+(CD)=(EF)lo(E, F)=v+w=¢(4, B)+ẹ(C, D). 

b) Prin produsul unei clase cu un scalar vom subînțelege 
clasa căreia i se asociază ca vector produsul vectorului corespiik; 
zător clasei date cu scalarul respectiv, adică: | 


MAB)=(CD)le(C, D)=iq(4,.B). 


A) În baza proprietăţii 3)- de la: relaţia de echivalență însă 
suma a doi vectori liberi revine la a afla suma a doi vectori legaţi 
aparţinînd vectorilor liberi respectivi care au ca origine. același 
punct. 

Această regulă -de adunare poartă numele de regula paralelo- 
gramului. 

. B) La fel de bine:însă.suma,a doi vectori liberi (A B) și (CD) 
poate fi dată prin reprezentantul (AB+BD'), unde vectorul 
legat BD' este echipolent cu vectorul legat CD. 

Această regulă de calcul poartă numele de regula triunghiului. l 

Putem de asemenea introduce în mulțimea vectorilor legați 
o altă relație de echivalență şi anume, vom spune că doi vectori 
AA' și BB' sînt echivalenți, dacă ei sint echipolenţi şi dacă în plus 
punctele A, A”, B, B' se găsesc pe aceeași dreaptă. 

Clasele de echivalență prin raport cu această relaţie poartă 
numele de vectori alunecători sau glisanţi. (Nici aceștia nu for- 
mează un spaţiu vectorial.) 

O altă relaţie de echivalență în mulţimea tuturor vectorilor 
legaţi se introduce punînd în aceeași clasă toţi vectorii care intră 
într-o clasă de vectori Ajunecă feri și tofi Vectori m ecmpoeni. 
cu : aceștia. 

Vectorii unei astfel de clase poartă numele de vectori legaţi 
paraleli. 

Clasele de vectori legaţi paraleli sînt în corespondență bijec- 
tivă cu direcţiile spaţiului, motiv ponury care de muite ori se con- 
fundă. ` i IB ! A i a 
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În mod cu totul analog se poate realiza o partiție a vectorilor 
legaţi, punînd în aceeași clasă toţi vectorii. legaţi, contraimagini 
ale unui: sens. “Aceştia vor fi: numiți „vectori de acelaşi sens“. 


7. ECUAȚIA VECTORIALĂ A UNUI SUBSPAȚIU. Este 
ştiut că subspaţiul vectorial Tp este dat prin mupmes vectorilor 
de forma 


Toth ta), 


corespunzător. acestuia, un subspaţiu afin e care trece prin 
punctul 0, va fi dat, în reperul 2(O, e,), de: ansamblul vectorilor 


ficși. - 
. 0M= ŠOA, Ohea = Éa = =ọ(0, Aa). (12.5) 


a=l 


Ecuațiile parametrice alè -acestuia sînt deci: 


r= Se Ei + (=1, 2,. n). pa (42.6) 


«zl 


Un alt subspaţiu paralel cu acesta şi care trece printr-un 
punct Mo, va fi dat de mulțimea vectorilor îicși pbtinuți prin suma 


vectorului OMọo cu toţi vectorii divizorului. normal > A“ OA, 


adică de forma 


d 


ME ONË DA, BD 


a=l : 


Transcriind analitic, această ecuaţie vectorială, în: „reperul. 
A(0, e), avem relaţiile “ 


e mt 
d 


eu>ajert ace, e, FAs St mkien, i 


. ael 


de unde, prin identificarea coeficienţilor hi er găsim ecuațiile 
parametrice. az, i 


=at act DIE a) 


SR a=l 
zi formează un sistem de parametrii directori. ai vectorului GR. 
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Ecuațiile (12.8): reprezintă -subspaţiul: l Ap care trece prin 
punctul Mo -şi este determinât de P vectori OAa =tu. 

Dacă în locul vectorilor OA, „vom lua echipolenţii ior MaM; = = 
=0Aa si finem seama că 


poaa | MoMa =0Mu E -rtte, | (29) 
găsim că | a. pE 

z —2= $ Ae (a), (02.10) 
Aceste ecuaţii řeprérintā subspațiul , Ap care trece prin. p+rl 


puncte. Mo, Ma. 
În cazul particular al unei drepte (p=1) obţinem ecuaţiile 


1— t i FIE 
, = = =a şi E i] O 211) 
Tto 


din care se poate uşor elimina parane A şi obține forma. lor 
„implicită“, 

Prin eliminarea celor p parametri de din. cele n ecuații (12.10) 
obţinem n—p relaţii de forma 


(Magazia (2. 12) 


adică un sistem de n—p ecuații liniare şi neomögené; care sînt 
numite ecuațiile subspațiului punctual afin dat. Acest sistem cores- 
punde sistemului (5.4). 

Această proprietate are loc, evident, Şi reciproc, orice sistem 
(compatibil) de n—p ecuaţii de forma (12.12) definește, în reperul 
A(O, e;), un subspaţiu A, cu p. dimensiuni. 


8. INTERSECȚII -DE SUBSPAȚII ALE. UNUI SPAŢIU 
PUNCTUAL AFIN. Am văzut, prin propoziţia IV pct. 14, $2 
(p. 45); că intersecţia mai multor subspaţii vectoriale: este tot 
un subspaţiu vectorial. Sistemul de ecuaţii, de forma (12:12), 
care caracterizează acest subspaţiu, va fi format cu ansamblul 
tuturor ecuaţiilor din sistemele analoage. ce definesc subspaţiile date. 

„Dacă considerăm ` acum ' două sau mai multe 'subspaţii ale 
unui pafin, punctual, afin (în general de diferite. dimensiuni), 


* Vom folosi notația & o j= TA aij- PEAH ii Cu aceasta, ecua- 
ţiile subspațiului devin a %(7)=0, .: 
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vom înţelege prin intersecţia lor mulţimea punctelor M(z:,..,., x£”), 
ale căror coordonate, : într-un reper dat, verifică simultan ecuaţiile 
tuturor subspaţiilor.; date, scrise în reperul respectiv. Intersecţia 
astfel definită nu este altceva decît intersecţia mulțimilor subiacente 
acestor spaţii, dotată la rîndul său, cu structură de subspaţiu. 

Rezultă deci că, analitic, problema determinării intersecţiei 
mai multor subspațţii se reduce la discutarea şi în caz de posibi- 
litate, la rezolvarea unui sistem de ecuaţii liniare și în general 
neomogene. 

Distingem următoarele situaţii: 

a) Dacă sistemul final este incompatibil, subspaţiile date nu 
au nici un punct comun. Ele pot să fie paralele sau oarecare; 
„„__b) Dacă sistemul final este compatibil unic determinat, 
subspaţiile date admit un unic punct comun; 

.c) Dacă sistemul final este compatibil nedeterminat, iar 
soluția sa generală depinde (liniar) de p parametri, atunci sub- 
spaţiile date admit ca ilie n un subspațiu afin cu p dimen- 
siuni. 


9. INTERPRETAREA GEOMETRICĂ A UNUI REPER. SIS- 
TEME DE COORDONATE CARTEZIENE OBLICE. Fie: dat re- 
perul &(0, e,). Fiecare vector e; determină unic o dreaptă care 
trece prin O şi are direcţia vectorului e,. Această dreaptă se numeşte 
axă de coordonate de direcţia e, și se notează prin Ozf. Punctul O, 
împreună cu cele n axe de coordonate, constituie o interpretare 
geometrică a reperului &(0, e;) şi poartă numele de sistem de 
coordonate carteziene oblice. 


= Rezultă imediat că ecuațiile axei oz“ sînt: 
=o, (j=1, 2... iile). 


„Pe de. altă parte, prin' intermediul unui reper &(0, ej) se 
stabilește o corespondenţă bijectivă între sistemele ordonate de 
n numere reale, elemente ale lui R”, și punctele spaţiului A,. 
Aceasta este o altă interpretare a reperului afin &(0, e). ` 


10. COORDONATELE UNUI PUNCT CARE ÎMPARTE UN 
SEGMENT ORIENTAT ÎNTR-UN RAPORT DAT. Să considerăm 
spaţiul A, raportat là reperul &(O, e;), două puncte M,, Ma ale 
sale şi dreapta A care trece prin.aceste puncte. Pe această dreaptă 
să luăm un puncta M, cu care va fi satisfăcută relația: 


MM =MMa `. (12.13) 
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unde.AeR dacă M4 Ma 1=0 dacă M=M, şi 1/i= 0,: dacă M = 
=M. Vom scrie în general că Ae Ë= =RU{ 0}. și vom spune că 
punctul M împarte segmentul orientat! MMa în ı raportul A 

Din condiţia (12.13) deducem că 


OM — OM, =M0M,—0M); (1+2)0M=O0M, +A OM 
şi dacă à #—1 i 


OM == OM,+- A OMe A 
14A 


(12.14) 

Exprimînd vectorii relației (12.14) în reperul mai sus fixat 
şi identificînd coeficienții vectorilor 'reperului, găsim ecuaţiile 
numite: = calare: 


mi AHAS, d 02.45) 
1-FA 
Din formulele (12:15) deducem. că A=—1 nu corespunde 
nici unui punct M, în rest pentru orice real A 4 —1 avem un punct 
M unic. determinat, iar punctul M, îl vom considera asociat 
simbolului co. Prin aceasta am definit aplicaţia injectivă -> 


n:2eR—(— 1) Mea, 


Aplicația x este şi surjectivă întrucît punctele Mı, M, şi M îiind 
pe o dreaptă, sistemul (12.15) este compatibil ca fiind echivalent 
cu (12. 1) şi deci fiecărui M ZM, i se asociază unic scalarul A 
dat de: 

i . Li P 4 ` | 
i Pad E (12.16) 


3 ri 
„2-a 


oricare âr' fi i=1, 2,. „n. Punctului Ma i-am asociat sim- 
bolul 00. 

"i Conchidem deci că între mulţimea punctelor M, ale dreptei 
A, şi mulţimea scalarilor Ae Ē— (—1), adită a rapoartelor în 
care punctele M împart segmentul orientat MM, s-a stabilit 
o corespondenţă biunivocă x. 

Numărul A=x(M), ataşat punctului M prin această cores- 
pondenţă, poartă. numele de. coordonată raport sau coordonată 


baricentrică şi se notează A= MM „ Punctele M, și Ma consti- 


2 
tuie un „reper“ al dreptei ce trece prin J per în care pungii M 
are coordonata à. ` `. Daa e i Sag K 
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"Dacă punctul M verifică condiţia M.M=MM, (adică A=1), 
el poartă numele de „mijlocul“ segmentului MM. .. . 

Ca aplicaţie a formulelor (12.15) deducem că coordonatele 
mijlocului segmentului M,Ma sînt - 


IE, Liz 
r= tm 2. 
2 


Mijlocul unui sement MıM; mai poartă numele şi de centrul 
său de greutate. 


Mai general, dacă à>œ>0, vom spune că punctul m se găseşte 
„între“ punctele M, şi. Ma. | 

Mulțimea tuturor punctelor care se găsesc între actele 
Mı şi M, poartă numele de segment deschis ]M,, Mal. Reuniunea 


acestuia cu mulţimea formată din punctele M, şi Mz se numeşte 
segmentul [M;, M3]. 


[M M:]=]M;, M[U{M:, Ma). 


Dacă A<0, vom spune că M se găseşte „în afara“ segmentului 
[M Ma]. i , A, t 


11. RAPORTUL ÎN CARE UN BIPERPLAN ÎMPARTE 
UN SEGMENT ORIENTAT. Fie date segmentul orientat M,Me 
și hiperplanul (p) de ecuaţie o(P)=0. 

Să notăm cu M punctul de intersecţie al hiperplanului (p) 
cu dreapta determinată de punctele M, și Ma (în ipoteza că el 
există). Vom înțelege prin raportul în care hiperplanul (p) împarte 
segmentul MM, raportul în care punctul M împarte acest 
segment. 

Dacă M;(ti, .. ., £f), (i=1, şi2) M,M= MM; (12. 13) atunci 
punctul M va avea coordonáätele date de (12.15). 

Întrucît coordonatele punctului M vor trebui să. „verifice 
ecuația o(P)=0 a hiperplanului (p) urmează că 


o(M)So(MYFNMJ=0 E t 


relație care determină raportul à în care hiperplanul (p) împarte 
i iii orientat M,Ma. Dacă, Me4(p), (M2) 40 şi deci: 


eui (Ma) ; 
- (Ma) 


dacă 2 Miep) = —0, dacă Meej [AO pi iile nui au 
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(12.17) 


12. CENTRUL DE GREUTATE A m PUNCTE, Fie Mis Mos. ~a 


Mm, m puncte arbitrare în A,„.. Numim centrul lor de greutate 
punctul G care se bucură de proprietatea 


2_— 
y PR . 
i=l. 
Din această condiție iti l 
a oË M= $ OM, "o0 Ş OM, —m06=0, 


i=l i=l $=l 


și deci — 
pa POUE RR, | A 
0G= E, 


ji cai A atoli E i oome, 


„Proiectind“, « coastă relaţie pe axe; găsim că, coordonatele cen- 
Hui de greutate sint date de relaie, i n 


S și 


A i E E 
zi= , i=1,2,:..; n). 
m Ă z 


~ Prin urmare, coordonatele centrului de greutatea m puncte 

sînt egale: cu mediile aritmetice ale coordonatelor omoloage ale 
„celor m puncte date. E 

roblema centrului de greutate poate fi generalizată astfel. 

Să presupunem date, împreună cu cele.m puncte de mai sus, și 

m numere reale „pozitive My ina, « e, Mm. Să determinăm un 

Ponet G astfel încit să aibă loc ela ţia, 


S) « 
pe a pe fi . 


e aj ot f ` acini c Îl 


Šnē s0.: : a pa i E 
-Din această relaţie obţinem 


Ş: m4(0M,— 06) = 5 mO, — $ môG= =0,. e) 
pa "hp aere, tal. =. a 

de unde rezultă Și at iai un 

suge lao e Ta Pata A alt sta A ape e Beat. a carat 


:1677 


şi. deci. coordonatele lui G se calculează prin: 
Ă Da? B i DA E e pi ; ; oS Pa: VEe at E 
a TES aR al OE 


Această problemă are M ru, imediată în.. fizică, unde 
numerele m; reprezintă masele unor corpuri plasate în punc- 
tele M,. 


13. RAPORTUL SIMPLU. Fie A(a), B(b:) şi C(ct) trei sinet 
distincte situate pe o aceeaşi dreaptă, A, a spaţiului A,, raportat 
la un reper $(0, e,). 

Vom spune că ele formează o ternă ordonată dacă specificăm 
ordinea în care le considerăm. Cu aceste puncte putem forma 
3!=6 terne ordonate. 

Numim raport simplu ataşat tee ordonate A, B, C, valoa- 
rea raportului în care punctul C împarte segmentul orientat AB 
şi vom nota aceasta prin 


| IND: RBR A a 

(A, B; OQ=-Ż — Za. ii (12.18) 

E. 

Fiecăreia din cele 6 terne g ce pot fi formate cu cele 

trei puncte date i se poate: asocia cîte un raport: simplu, astfel 
avem 


(B, 4 0= za (A, GB) etc. 


Primele două puncte ale unei terne ordonate se numesc opuse 
de bază, iar cel de al treilea punct de. diviziune. Are loc următoarea 


Propoziţie. Cunoscînd valoarea raportului simplu al unei 
terne ordonate, valoarea raportului simplu al. oricăreia din cele- 
lalte cinci terne se poate exprima în funcţie de valoarea rapor- 
tului cunoscut. 

Demonstraţie. Fie A=(A, B; C) valoarea raportului simplu al 
ternei ordonate date. 

Peele cinci terne ordonate ce se pot forma au valorile: 


i 1 
(B, A; Q=, (4, G; B)=—123, (C, A; B)=— -i 
(BC; Aj 2t tL , (C, B; 4=— Da 


1-A 
168 


„În :adevăr, . folosind : pentru. :raportul:. simplu (A, B; C)= 
Valoarea lui à calculată cu (12.16),-primele două din relaţiile a 
mai sus se stabilesc prin calcul direct. 

Ele ne permit să stabilim proprietățile: -` 

SA Dacă într-o ternă ordonată, ee tat între ele ee 


e> ai 


DE Dacă într-o ternă ordonată ‘schimbăm atre ele punctul 
de diviziune:cu al doilea punct de:bază, raportul simplu al.ternei 
ordonate: astiel obţinută este egal cu ‘raportul ternei dâte schim- 
par: de semn, minus unu.  : 

::: Valorile, celorlalte pa ii siniple 1 le obținem folosind aceste 
două: propnetap REO Sioe: ss 


“14, “EXEMPLE DE SPAȚII. PUNETUALE AFINE. ' Spațiile 
oiinciăie ‘afine, definite axiomatic în. acest paragraf, admit 
modele concrete, simple de construit, prin care se verifică totodată 
şi „necontradicţia sistemului âxiomatic impus. 

„Fiind dat un spaţiu vectorial. To el defineşte un spațiu punctui 
afin An, şi anume, spaţiul (Ta, Tas q), unde aplicaţia ọ se defi- 
neşte prin o: (X, y) Ta X In Yy—XeTa: 

Pe acest exemplu se verifică ușor axiomele lui A,. În special, 
rezultă că diversele clase de,p-plane din T, sînt. identice cu sub- 
spaţiile lui A, care le corespund. În particular, drept spaţiu T, 
se poate lua Spaţiul aritmetic. n dimensional R”. Prin aceasta, 
spaţiu aritmetic R” poate 'fi interpretat (cel puţin într-un mod) 
şi ca spaţiu punctul afin. O astfel de interpretare a panu R? 
ca spațiu punctuäl afin o vom numi canonică. `- . 


A 


ii 


eb iab Bur. - PROBLEME ŞI EXERCIŢII - 


1. Să se arate că relaţia lui Chasles poate fi. generalizată 
în cazul a n puncte A,,...; A, situate pe o. dreaptă d: A+ 
+HAzAs+ n. HÁn4=0. 

R: “Demonstrația se poate face -prij inducţie corapletä. . Ea 
este adevărată pentru n=2 şi n=3 conform proprietăţilor 1) şi 
2). Se- presupune adevărată: pentru: n— 1 puncte şi, aplicînid pro- 
prietățile-1) şi 2), rezultă că ea este adevărată şi: i iale n pace, 
deci este: generală. = = i 7 -n Ti . 
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„2. Fiind date patru puncte A, B, C şi D, ale unei drepte d, 
să se arate cã are loc relația OO oup at 


AC: BD=AB-CD+AD-BC, 


cunoscută sub numele de. „relația lui Euler“. . ` d 
~ R: Se transcrie analitic relaţia, într-un reper ac, e,) şi se 
foloseşte relaţia lui Chasles. 


a a8 Intersecţia a două drepte în jian: a) Fie date. dreptele 
d; (i=1, 2) prin ecuaţiile (12.12) &,(2)=—0. Cele două: drepte d; 
se numesc concurente, dacă ele au un punct comun, adică dacă 
sistemul &,(2)=0 admite o :soluţie (unică). Dreptele d; se numesc 
paralele dacă nu au nici un punct comun, adică dacă sistemul 
&,(2)=—0 este incompatibil, şi confundate. cînd au. două puncte 
comune. În acest caz toate punctele celor două. drepte sînt comune. 
Pentru discuţia sistemului G,==0, vezi p. 92. 

b) Fie dreapta d, dată prin ecuaţia &(2)=0 și dreapta de dată 
prin ecuaţiile parametrice (12.11): z=zxo+lf, y= =y} mt. Elimi- 
nînd z şi y din sistemul format cu aceste două ecuaţii ajungem la 
ecuaţia: 


„od (Al Br)t-t Azo+ Byo+C= =0, 
dacă Al+ Bm 40, avem soluţia unică 


Azot B+C. 
Al+- Bm 


Tan 


şi depte sînt concurente. 

— dacă Al+ Bm=0 şi Azo+ Byo+C +0, asteni nu admite 
soluție, dreptele sînt paralele. 

— dacă Al+Bm=0 şi Axo+-Byo+C=0, sistemul este nede- 
terminat, dreptele sînt, în acest caz, confundate. 

4, Poziţiile relative a trei drepte din plan. Fie trei drepte d}, 
də, ds, dintr-un plan, date prin ecuaţiile (1) =Asz+ By4+-Cu=0 
(i=1, 2, 3) Poziţia lor relativă se determină prin studierea siste- 
mului &,=0. - 

: Notîùd cu Q= (da B) şi Q=(4, Bı Ci) avem: 

a) rang Q=3 şi rang Ke Sistemul ©; =0 este inçompa- 
tibil. Rezultă: : l 

Propoziția: 1. Condiția necesară și suficientă ca trei diepte să 


determine un triunghi este ca det 0-40, şi orice determinant de 
ordinul doi scos din matricea ||A,, B,|| să fie diferit de zero. 


170 


b): trangQ=rang0=2, sistemul: orao este ORDADI drep- 
tele au un punct comun. 


¢) rang Q= 1.rang. Q= =2, Sistemul. este incompatibil. Dreptele 
sînt paralele şi cel puţin do uă sînt distincte. S 


d) rang Q=rangQ= =I. Sistemul, este compatibil jedeterii- 
nat, cele trei drepte coincid. Din b) şi d) rezultă: 


_ Propoziția 2. Condiția necesară și.s suficientă ca trei drepte să 
fie concurente, este ca rang Q=rang. Q. . 
5. Poziţiile relative a două plane în satul As. Două plané 
Pa Și pə respectiv de ecuații o (2)= =0 şi i o2(2)= =Q, pot fi: 


a) paralele, în cazul cînd sistemul” (= =0 este incompatibil. 
Acest caz este realizat dacă: 


rang Q=1, și rang Q=2; unde Q=(4; B;, Cò, 
Q= (As B, Ce D,); TE 
b) concurente, în cazul că sistemul olz) = =0 este compatibil 
nedeterminat, admițînd o simplă infinitate de Ja Acest caz 
are loc cînd rang Q=rang Q=2; 


c) confundate, dacă, rang Q=rang Q=1, adică dacă sistemul 


ou(2)=0 admite o dublă infinitate 'de soluţii. : 
Observaţie. În condiţiile din b), poate fi definită o dreaptă 
ca intersecţie de două plane. 


„6; Poziţiile relative a trei-plane în A. Fie planele-p;(i =1, 2, 3). 
de ecuaţii a,(2)=0. Notînd  matrticile (Ao B, Ci). = 9 şi 
(A, Bg; Co D= Q, vom spune că: 


a) dacă rang Q=rang Q= =3, sistemul w0 este u unic determinat 
şi "deci cele trei plane au un punct comun. 


planele. pisi se iutersuctoază după :0. da alee cu 1. al treilea. 
Acest al-treilea plan poate intersecta unul din celelalte două pinne 
sau ambele. `: 


c) rang Q=rang Q=2. Sistemul este compatibil: ici vezi nat 
cu o infinitate simplă de soluții; planele. au, o dreaptă comună. 


d) rang. Q= =], rang Q=2. Sistemul este incompatibil planele sint 
paralele două cîte două (eventual două confundate). OS 


e) rang Q=rang Q= =1. În acest caz.cele trei plane sînt de dati 
sistemul o(2) = =0 admiţînd. o infinitate. dublă de soluţii. 
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Observaţie. Condiţia necesară și suficientă pentru ca patru 
plane să aibe un unic punct comun este ca rang Q=rang Q =3. 


7. Poziţiile: relative ale unei drepte față de un plan în As. 
Considerînd dreapta ca intersecția de două plane, studiul poziţiilor 
relătive ale unei drepte față de: un plan: revine la discuţia pozițiilor 
relative a trei plane. - 


` O dreaptă poate să fie paralelă cu ur plân, să se intersecteze 
într-un punct sau să fie conținută în acel plan. 


„Fie dreapta dată prin ecuațiile 


Lo pa VIU yW Jh ZZ f 
—— — =, 


I` m n 
şi planul prin ecuaţia | | 
Ar+By+Cz+D= =Q. 


Studiul intersecţiei dreptei cu planul revine la discuția sis- 
temului 


z=zo+lt, y= =yo+-mt, PE Azx+ By+Cz+ D= a 


de. patru ecuații liniare cu pati necunoscute. 
Eliminînd z, y, z, găsim că. 


(AI-+ Bm-+ Cn)t+ Azo+ Byo+-Cz+ D= 0. 
a) Dacă Al+Bm+Cn 740, ecuaţia de mai sus are o soluţie 
unică şi deci dreapta intersectează, planul într-un punct. 
b) Al+Bm+Cn=0 și Azo+ Byo-+ Cz+ D #0, sistemul este 
incompatibil și deci dreapta este paralelă cu planul. 
c) Al-+Bm+Cn=0 şi Azo+ Byo+- Czo+ D=0. Sistemul este 
compatibil nedeterminat. Dreapta este conținută în plan. 


E ` Observaţie. Pentru determinarea condiţiei de: concurenţă a 
a două drepte, în Ag, vom interpreta fiecare dreaptă ca. intersecție 
a două plane, concurenţa celor două drepte revenind la. In ErsGC IA 
a patru plane. .: 


8. Să se interpreteze geometric în Ag. descompunerea unui 
vector v=OA după direcţiile a trei vectori vı=0A;; liniar indeper 
denți (necoplanari). 

- R: Fie vectorii vı, Va, Vs și V, aea sint întotdeanha liniari 
dependenţi; deci v=g!v] -H a? V+ áVg. : 
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Vom duce prin extremitatea A. a vectorului -v,.trei „plane 
paralele cu planele determinate de (Va, va), (va; Va) ‘si (Yi Va). 
Acestea taie dreptele determinate de vectorii Vi» Va Va respectiv 
în punctele Aj 


Vectorii OA;==a! OA, (fără: sumare) sînt compo- 
nentele vectorului v, după direcțiile vectori- 
lor v4. 

Numerele «* poartă numele. de proiecţiile 
„oblice“ ale vectorului v pe vectorii v; Unici- 
tatea descompunerii ver ne arată că pro- 
iecțiile oblice sînt unice. | 


9. Să se arate că valoarea csondonatii A 
calculată într-un reper (O, e,), prin formula N 
(12.16): A= =(x‘— xi) (23— T) nu Separe de ale- Fig. 1. 
gerea reperului $, - 

R: În adevăr, fie &(0', ey) un alt reper, legat de R prin 
(12.1): 00'=a'e;, ep =aye;, Calculînd X = (2 — 1) /(aa — x) Și 
ţinînd seama de (12.3): g" aaa”, găsim, cu (12.16), 
N= d (zi —zi)/ai (zi —zi)=ai [Mr —2)]ai (i ar), cc.t.d. 


10. Generalizarea - teoremei lui menelaus. Fie dat un poligon 
oarecare cu n laturi: M,. Mg... M, şi o dreaptă d-de ecuaţie 
a(M)= =Q care taie laturile poligoriului respectiv în I, Iz} ..., In 
unde cu I, s-a notat intersecția laturii (M,, Masa) cu dreapta d, 


Mila PSR Pe (Ma) 


(Mau = Ma). Cu aj jutorul relaţiilor 3 obținute 


b Ați o(M a41) 
prin folosirea formulei (12.18). cu a u de az 17 “se deduce că 
Mala Mh A 
Tm m, Ma OP 
14132 ai 3 niti 


În particular, fie triunghiul ABC, intersectat de dreapta d 

în pincel A', B', C', avem teorema lui Menelaus: ` 
BA CB AC’ 
| | AC BA CB 
11. împărţirea spaţiului în regiuni, Să. considerăm, în spaţiul 
An un hiperplan. ărbitrar x. dat prin ecuaţia liniară şi neomogenă' 
A tAn =0. | | 
Cu ajutorul formei o: Ån >R împărțim punctele lui A, 
în trei clase; o clasă O este formată din punctele Per | o(P)=0 
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— = —l1. 


a 'doua clasă A este formată din ı punctele P'eA4,| a(P')<0 şia treia 
clasă, B` din punctele P”eA,la(P”)>0. i ' 
-“Ținînd seama de formula (12.17) deducem: | 
Propoziția 1. Orice două puncte A, A’. aparținind « uiasel A 


(respectiv B) forihează un segment AA’, care nu are nici un punct 
. COMUN cu hiperplanul T. 


Propoziția 2. Orice două puncte A, B aparținind respectiv 
“claselor A şi B, formează un segment AB, care are în:mod obliga- 


Aa torin un punct comun cu hiperplanul m. 


-~Numind clasele A și B regiuni ale spațiului vom spune că 
hiperplanul x a împărţit spaţiul în două regiuni. 

12. Notînd cu G centrul de greutate al unui sistem den puncte 
M, situate pe o axă, şi cu P un punct arbitrar al axei respec- 


tive, să se demonstreze relaţia 5 PMi = Som HiPG?. 


§ 13. SPAŢII PUNCTUALE CENTROAFINE ȘI 
| UNIMODULARE: ka anii doi 


1. DEFINIȚIA SPAȚIULUI PUNCTUAL CENTROAFIN. Vom 
numi spațiu punctual centroafin. un spaţiu punctual afin în care 
fixăm un punct, numit centrul acestui spaţiu. Fie, de exemplu, 
ca punct fixat punctul 0. Un spaţiu punctual centroafin este deci 
perechea (An 0). 


2. SCHIMBĂRI DE REPERE IN SPAȚIUL PUNCTUAL 
CENTROAFIN. Fiind fixat centrul O al spaţiului „vom considera 
numai repere formate cu acesta și cu o bază oarecare a lui T}. 
Rezultă deci că în schimbările de repere afine va trebui să impunem 
ca .00'=0'0=o, și deci schimbările de coordonate ale unui punct, 
cînd se face o schimbare de repere: „centroafine“, sînt date respectiv 
de formulele 


„at ați, iat, deh) 40. n m (13.1) 
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=i Transformările lui A, induse de acestea, poartă numele de 
transformări centroafine. Ele formează. grup, numit. grup centro- 
afin, care este un subgrup al grupului afin și care este izomorf cu 
GL(n, R) cu care îl vom identifica. 

Prin urmare, spaţiul punctual centroafin poate fi considerat 
ca perechea A „=(S, GLin, R)). 


3. INTERPRETAREA . GEOMETRICĂ A VECTORILOR ÎN 

. SPAȚIUL PUNCTUAL CENTROAFIN (A,, 0). Într-un spațiu 

punctual centroafin (A., 0) vectorii lui T, au o interpretare foarte 

simplă și imediată. În adevăr, conform axiomei 3), a definiţiei 

spaţiului afin A, ca și a definiţiei spaţiului centroafin, există apli- 
caţia bijectivă 

W : veT,— V(v)=MeA, |q(0, M)=v (13.2) 


Evident că prin această interpretare se menţine construc- 
ţia geometrică a sumei, făcută cu ajutorul regulii paralelogramu- 
lui, ca și înmulţirea cu scalari. 
~ _ Baza (e,) a spaţiului T, se interpretează, corespunzător, prin 
n puncte A(i=1, „ n), care împreună cu punctul fix. 0 dau 
“interpretarea reperului centroafin, ce constă deci din n vectori 


OA.. 


4. SPAŢIUL PUNCTUAL AFIN UNIMODULAR. Un spaţiu 
-punctual' afin A, căruia îi asociem; cu un reper fix (dar absolut 
“arbitrar), familia tuturor reperelor deduse din el cu ajutorul unei 
schimbări de repere unimodulare poartă numele. de spaţiu afin 
unimodular. Prin urmare se numeşte spaţiu afin unimodular pe- 
rechea (An, SL(n, R)) unde SL(n, R) este grupul schimbărilor 
“unimodulare de repere. ` 

` Prin raport cu aceste schimbări de repere, se poata: arăta -că 
Volumele hiperpoliedrelor sînt invariante. În particular, voliimul 
unui hiperparalelipiped construit pe n vectori ca muchii se defi- 
nește ca fiind egal cu valoarea absolută a produsului mixt al vecto- 
rilor respectivi şi deci invariant la schimbările grupului SL(n, R). 


Volumul unui hipertetraedru, definit de n vectori, este i X vo- 


lumul hiperparalelipipedului definit de acești vectori. 

În general, volumul unui hiperpoliedru va. fi egal cu.suma 
volumelor hipertetraedrelor în care el se poate descompune. 

- Noțiunea 'de volum este. independentă de orientarea spaţiului. 
Ea, fiind definită prin valoarea absolută, rămîne aceeaşi şi dacă 
se schimbă o orientare în opusa sa. | 
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Goneluzii. a) Volumul este o funcţie definită pe mulţimea 
hiperpoliedrelor. din A, P(A;), cu valori reale, nenegative: 


l vw:  PeP(A,) >V (P)eRIY (P) >0, 


şi care ia valori egale pe 'niperpolieăre egale. 

b) Dacă două hiperpoliedre P, şi P sînt adiacente (au porți- 
'uni de hiperfeţe comune, fără să: aibe puncte interioare comune), 
atunci definind suma lor ca fiind .hiperpoliedrul obţinut :din cele 
"date prin suprimarea porţiunilor comune de hiperfeţe, avem: 


` VP +P) =V (P) +9 (Pa). 


PROBLEME ŞI EXERCIŢII 


` 1. Condiţia necesară şi. suficientă ca n vectori din A, să fie 
“liniar dependenţi, este ca produsul lor mixt, egal cu determinantul 
componentelor lor scrise într-o bază oarecare să fie nul. 


R: Rezultă din definiţia produsului mixt. 


2. Condiţia necesară și suficientă ca: n+l puncte din. A, să 
fie într-un hiperplan este câ volumul hipertetraedrului determi- 
nat de ele să fie nul. IE i ; | 

R. Rezultă“ din SN SR 1. : 

3. Condiţia necesară și suficientă ca n+1 puncte Mo, Mu... 

. +3 M din A, să fie situate într-un hiperplan este ca între vec- 
„torii lor de pone Vos Vises.» „Va să existe relaţia de Sepen dsgia 


liniară: Vo— p A% "Va =0 cu Çar =l; sau i! 
N i al | „a=l 


E ASe Va =0 cu y AS =0. 
p a=0 : a=0. 
R Se consideră vectorii: TM, = , .. i liniar dependenți 


-şi se scrie relația M,M,= F: A MM Ma, € care demonstrează propozi- 
a=l : > 5 
ţia. 
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§ 14. SPAȚIUL PNCTUA, FUCUDIAN T 
oi 
Ei DENTA SPAȚIULUI PUNCTUAL EUCLIDIAN. Vom 
niimi “spaţiu ' punctual’ euclidian un spaţiu punctual afin E,= 
=(S, Va» e), unde V, este un spaţiu vectorial euclidian. Un re- 
per &.(0, e,) va fi numit ortonormat dacă baza (e,) a lui. V, este 
ortonormată.. | 


Într-un spaţiu suis euclidian poate fi definită distanța 
dintre două puncte; aceasta se face prin formula, .  ,. . 


UX, Y)= VRRV aa a (14.1) 


Într-un reper ortonormat g;;=€;'ej= 65, cu aceste valori 
ale componentelor tensorului fundamental, formula (14. 1). devine 


ax, Yj= 5 i-a a ai ua 


4{=1 


„ Printr-o schimbare de repere ortonormate & şi R coordo- 
nâtele punctului z se schimbă prin formulele 


ii, O Ke 


du matricea CAN P Aceste schinibări de repere poartă 
numele de schimbări ortogoiiale şi; corespunzător lor, se consideră 
transformările ortogonale ale apep E; definite prin formulele 


de forma, A 


: pisat, a a aa2 
cu aceeași coeficienți ca în aá. 2). | 


2. COSINUSURI DIRECTOARE. Transpunînd problema co- 
sinusurilor directoare de la spaţiile: vectoriale euclidiane la spaţiile 
punctuale euclidiene, deducem că într-un spaţiu punctual eucli- 
dian E,, în care avem distanţa dintre două puncte, dată prin 


formula: (14.1), putem. considera ivectorii AB- a căror mărime să 
fie egală cu 1, adică d(A,:B)=1. Să observăm că în fiecare clasă 
de vectori paraleli, dată prin: reprezentantul AB, există un vector 
legat unitar, pe care îl vom numi versor (legát) și care să aibă 
originea în punctul A. ue 
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În adevăr, fie vectorul AB; vectorul - rr AB este un ver- 
sor, el face parte din aceeaşi clasă cu AB, deci este paralel cu 
aceasta din urmă. Îl: vom. fixa; cu originea în punctul A. 

În concluzie, în „spaţiul punctual euclidian un vector : legat 
v=AB are următoarele proprietăţi. 

1. vectorul v=AB posedă o mărime: d(A, B); 

2. vectorul v=AB posedă o direcţie; clasa tuturor vectorilor 
legați paraleli cu el; 

3. vectorul v-AB posedă un sens; de la A la'B, datorită 
ordonării perechii AB 


sens v=fv,|vi=A AB; Ae(0, o); 


4. vectorul v=AB are punctul A ca punct de aplicație. 

Aceste proprietăți sînt caracteristice şi determină complet 
vectorul legat. 

Pentru un vector liber se menţin primele trei proprietăţi, 
cu aceeași calitate de determinare a lui. 

Observaţie: 1) vectorii de acelaşi sens mai „poartă numele și 
de vectori cu aceeaşi orientare, doi vectori Vı și Va au deci aceeași 
orientarea dacă vi=AVz, 1A>0, şi reciproc; 
= 2) fiecărei direcţii i se asociază cel puţin un versor 
(legat). Componentele acestui versor poartă numele de cosinusuri 
directoare ale direcţiei respective. Toţi versorii (legaţi) ai unei 
direcţii au aceleaşi cosinusuri directoare. 


3. NORMALA UNUI HIPERPLAN. Fie un iuni dai T, dat 
printr-un covector « și care trece prin Mo. Într-un reper & (0, ei) 
covectorul œ are componentele a;..Hiperplanul x este format din 


mulţimea vectorilor MoM cu proprietatea < că o(MoM)= =0, dar 
o (MoM) = o(0M— —0M)=0. 
Expresia analitică a acestei condiții în reperul 4 se scrie: | 
a(zi—ri)=0. | (14. .3) 
Datorită existenţei metricii g, covectorul œ se identifică cu 
un vector Ñ de componente covariante a;. Acest vector poartă 


numele de vector normal al hiperplanului. Ranta (14.3) exprimă 
produsul scalar al vectorului normal N=N(a,) cu vectorul arbi- 


trar MM. 
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m Ecunjia metrică vectorială.. „a!  hiperplanului ze este, deci 
a MM: N= =(M-—Mo)R=0, | 


Vom nota: vers N=n. 
În spaţiul E; această condiţie se scrie Sealer sub forma: 


A(z—20)4+ B(y— Yo) +C(z—20) = 0, 
A, B, C, fiind parametrii directori ai normalei (dreapta deter- 


minată de vectorul normal Ñ) la hiperplanul x. 


Observație.. Un plan-x, al cărui vector normal este Ñ, este 
parali eio o dreaptă d, dată prin vectorul director V, dacă şi numai 
dacă 0. 


4. INTERPRETAREA PRODUSULUI VECTORIAL ÎN E; 
A) Din proprietatea dată‘ prin formula (12.8) 
ax b=|a|:|b| sin(a, b)-n, p 
ca și din definiția şi interpretarea produsului mixt şi a celui vec- 
torial în subspaţiul Ea, generat de vectorii a și b, rezultă că putem 


defini aria PEER construit pe aceşti vectori prin for- 
mula 


si zi E sapă 


aria (a, b)=laxbl=la: |blsin(a, b); 


rezultă deci că modulul produsului vectorial reprezintă, într-un 
spaţiu, punctual euclidian, aria în sensul clasic al paralelogrămu- 
lui construit pe. vectorii a, b luaţi ca laturi. ` 

“Expresia analitică -a ariei ste, în soia dată înțe-un 
reper & de, formula En OO anah | 


Da EIP HEP E 
adică prin 
ls =y (bF a Y. 


B). Aria unui triunghi în spaţiul Es poate- n dată prin, expre- 
sia analitică în același reper: l 
E Sa 
PE 
triunghiul fiind considerat construit pe vectorii a, b ca laturi. 
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Fuy 


"C) Dacă paralelogramul, respectiv triunghiul sint conside- 
rate într-un plan euclidian Ez, atunci putem considera că a=b —=0 
şi deci din aceleaşi formule rezultă 


l 3 ,=mod(aib?—a?b!), 
respectiv 
=> moä(atb?— -a?b). 


D) Dacă paralelogramul, respectiv „triunghiul sînt date în 


Ea prin punctele A As, Aa (4ı=4 (£i, zi)), atunci "valoarea ariei 
se calculează prin: 


10 Ti 23 
Áp, =mod q ai a2 [] 
1 1 1 
respectiv 
1 1 1 
A= mod, To Tı Za s 
1 1 1 


5. INTERPRETAREA PRODUSULUI MIXT ÎN E;. Am văzut 
în $13 pet. 5 că volumul unui paralelipiped construit pe trei vec- 
tori ca muchii este, prin definiţie, valoarea absolută a produsului 
mixt, al vectorilor respectivi. Să dăm acum acestei mărimi, şi 
odată cu ea și produsului mixt, o interpretare euclidiană în cazul 
spaţiului punctual E. Acest fapt este posibil întrucît spaţiul punc- 
tual euclidian Es este în același timp şi un spaţiu punctual afin 
unimodular, matricile ortogonale preferate în. Es sînt în particu- 
lar unimodulare. 

Fie trei vectori a, b, c; produsul lor mixt este 


(a, b, c)=a(bxc), 

dar bxc=d=|b|:|c|sin 0:n=aria(b, c)n; mai departe avem că 
a(b X c)=|b X clpra a=aria(b, c). înălțimea h=—volumul. Rezultă 
deci că modulul produsului mixt reprezintă volumul paralelipipe- 
dului construit pe cei trei vectori ca muchii, în sensul clasic. Dato- 
rită acestei proprietăţi a fost folosită în $13 denumirea de volum 
al hiperparalelipipedului pentru modulul produsului mixt, în cazul 
general al lui E,. m Ma 
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Expresia analitică a volumului paralelipipedului“ construit pe 
vectorii a, b, c» ez ca muchii, vafi dată, în: UPPA 8, pi for- 
mula. vio Ki ; ES 

4 jat be 
"Va=ela2 b c2[.. 
a b c 


unde e este semnul determinantului D(a, b, e). E | E 


De aici deducem imediat volumul unui tetra- 
edru 


1_ 
V= s Vp 


ca şi expresia analitică a sa, într-un reper & 


1 A? F 
6 Fig. 2. 


Dacă parăjelipipedul “este dat prin viriurile: Ag, As, Az; 
As(A4;= (i; atunci conform cu RAEO OA, avem: 


TO LI X2 T3 
2 2 2 2 
To Tı T2 Tz 
3 3 3 3]° 
To Tı T2 T3 
1 1 1 1 


Se iii deduce imediat expresii analitice analoage formulelor care 
dau. volumul! V, al tetraedrului ' construit cu punctele Ao Ái, 
A3, Ag. ` 


1 1 1 1 1 1 
Tı— Tto T2z—To Xz— To 
pes 2 2 2 2 2 2| — 
Vp=€|xī—zo z2—z0 za—x3|=€ 
3 3 3. 3 3 8 
Tı — To T= To Xa — To 


6. DREPTE IZOTROPE. Să considerăm spațiul vectorial eu- 
clidian E, împreună cu complexificarea sa En Fiecărui punct al 
spaţiului Ea considerat prin incluziunea canonică și ca un punct 
al lui Eĝ, i se asociază o familie de drepte numite „izotrope“, şi 
anume toate dreptele ale căror direcţii sînt izotrope. 

Din definițiile date aici și la spaţiile vectoriale, rezultă că 
distanţa dintre două puncte ale uneia din aceste drepte este:.nulă, 
motiv pentru care creptete, Koope. se mai numesc şi drepte de 
lungime nulă. 
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=; 'În Ea prin fiecare punct Mo(2Zo, Yo) trec două: astfel de-drepte 
ale. căror direcţii sînt soluţiile sistemului de ecuaţii g(x) =g), 
g(x, y)=0. Coeficienţii unghiulari ai acestor drepte sînt +i- ` 

7. SPAŢII PUNCTUALE PSEUD OEUCLIDIENE. Vom numi 
spaţiu punctual pre udocuelidian un spaţiu punctual afin, în care 
spaţiul vectorial vV% este pseudoeuclidian. 


Dreptele izotrope ale unui astfel de spaţiu sînt toate reale. 
Un astfel de spaţiu.mai poate. fi conceput și ca un subspaţiu ai 
complexificării spațiului punctual euclidian. Distanţa dintre două 
„puncte se exprimă prin formula: 


IX, D= |/ $ ry- Se). 
a=1 ne a=p+l. | 


2) 


$ 15. PROBLEME SPECIALE ÎN SPAȚIILE - 
PUNCTUALE AFINE ȘI METRICE ` 
CU TREI DIMENSIUNI 


În acest paragraf vom întîlni cîteva dintre cele mai impor- 
tante probleme, de natură afină sau metrică, tratate în spaţiile 
cu două sau trei dimensiuni. 

. Atragem. atenţia că deși unele probleme sînt. în ea de 
natură 'proiectivă sau afină, ele apar aici, prin modul de tratare, 
ca probleme afine şi în special metrice. 


1. “ECUAȚIA PLANULUI CARE TRECE PRIN TREI PUNCTE. 


Fie Aş şi Mı, M2, M3, M a(t), trei puncte din. As, Planul determi- 
nat de aceste puncte are, conform cu (12.10), DR 


Fo z EEE : 03. 9 
sau sub formă vectorială 


(MM, MM, IA) = =0; -= (45.2) 
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Sau sub forma scalară ecuaţia i 
haah pa aiy oro 
ap ei guie în at od aat TEA i da 
zi —a za—za 2—0 ʻi =0. ja E a (15.3) 
za—zi 13—11 iati: ge moi d 
: 2. ECUAȚIA PLANULUI PRIN TĂIETURI. Presupunînd că 
punctele M,, M2, M; sînt situate respectiv pe axe, ele au coor- 
donatele M(a, O, 0), M:(0, _b,0), Ms(0, 0, c). Ecuația (15.3) devine 


zi 22 28 1 | 
a 00 1|_ PR 
0 b 0 1 =n i $ . (154.) bă 
00c1 | 
sau sub formă dezvoltată tă 
ERA A NL Ie DIR (15.47) 
a. b c : . 


si AOA numele de conaţia planului prin tăieturi. 


3. ECUAŢIA UNUI PLAN. DETERMINAT DE DOUĂ DREPTE 
CONCURENTE. Fie dreptele (d,) concurente în Mols}, 22, x8) 


zl— i z?— ri -to 2020 


(4): 
m n 


Planul determinat de i ate drepte are vectorul MoM liniar depen- 
dent de vectorii (I'm, n), deci ecuaţia sa vectorială este: 


- MoMOr x va) = = = MM, v Va Va) =0, | (15.5) 


iar cea scalară. | | 
| zi —29 s a da n - 
la Mana |=0.. (5.5), 
la ma E Ng ; z 


4. ECUAȚIA UNUI PLAN CARE TRECE PRINTR-UN PUNCT 
Mo ȘI ESTE PARALEL CU DOUĂ DIRECȚII. Normala planului 
căutat va fi dată de produsul vectorial vj X Və unde Va şi Va sînt 
doi vectori directori ai direcțiilor date. Se deduce de aici că ecuaţia 
vectorială a planului este (15.5). - îi 


rii 
oo’ 
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5. ECUAȚIA PLANULUI DETERMINAT DE UN. PUNCT ȘI 
O DREAPTĂ. Fie dreapta (d): M.M = v şi punctul Mz. Planul 
determinat de (d) și Mz va fi egal cu planul: determinat de punctul 


M, şi vectorii v şi Mi Ma (Ma€ d). 
Ecuația lui vectorială este deci, 


a tt MM (MMe x v)=0, (05.6) 
iar cea scalară iat, | 
| aal aa? a$ EE 
m-a a2—a2  28—28 |=0. (15.6) 
l m n 


6. ECUAȚIA PLANULUI DETERMINAT DE DOUĂ DREPTE 
PARALELE. Fie dreapta (d) de ecuaţii: 


arl! r? rr? 
(d): a a a, 
m n 


Planul determinat de ele va fi egal cu planul determinat de 
una din ele şi de un punct situat pe a 2-a. Ecuația lui este deci 
(15.6). 

7. ECUAȚIA UNUI PLAN z, CARE TRECE PRINTR-O 
DREAPTĂ (d) ȘI ESTE PERPENDICULAR PE UN TEAN ®). 
Fie dreapta (d) de ecuaţii .. | l Fa 

; Aah < æ — 2 a? — ză 
l m sal pi 
şi planul (P). de ecuaţie: e 
„Az+ Ba2+ C2+D= 0. 
Planul conţine vectorul v(l, m, n) şi vectorul 
N(A, B, ©). Problema dată revine la a determina 
un plan ce trece prin Mọ și este paralel cu. doi 
vectori, v și. Ñ. Acest planare normala dată de pro- 
dusul lor vectorial, deci Sovana, vectorială a pla- 
nului m este 


MM(v x Ñ)=(MM,: v, N)=0, (15.8) 
iar. cea scalară a A Dita ada e 
: - zt—al T’ — r? ză —a3 n a T T 
lom oon |= (05.8) 
A B e se Alee is e, PU Mie atatea 


= 
=en 
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Proiecţia (ortogorială) a dreptei d pe planul (P) este prin definiţie 
intersecţia planelor (P) şi (7); ea are deci ecuaţiile (MoM, v, N)=0 
şi Ñ-OM+D=0.. . 

8. ECUAȚIA NORMALĂ A PLANULUI. Fie (Oxyz) un sistem 


de axe şi x un plan din Es. Dreapta care trece prin O şi are direc- 
ţia normalei planului, îl taie pe acesta într-un punct P. Să notăm 
cu p mărimea vectorului OP și cu u veršorulʻacestui vector. Seriind 
că, coordonatele punctului P sint: . +. 

(p cosul, p cos a2, p cos á), componentele vectoru- 


lui PM sînt: En 
(ap cos al, pi cos a2, i săi cos 543), 


Putem scrie ecuaţia planului, vectorial sub forma 
PM: u=0. De aici rezuiță ecuaţia scalară: 


zl cos alpa? cos. a 24a cos (A 3—p=0, (15. 9 


numită ecuaţia normală a planului T. În deducerea acesteia am 
folosit relaţia“ cos? at- eos? d2-ţ+-cos205-=1, care exprimă mări- 
mea versorului u. 


„* 9. TRECEREA DE LA ECUAȚIA GENERALĂ LA ECUAȚIA 
NORMALĂ. Fie plenul T dat prin ecuatia eui 


Fig. 4. 


Ariy B4 C+ D= o 


zasi 


să presupunem forma nomai (15.9); P două ecuații, ESD Reze 


tind același plan, au coefeienpi proporționali, deci 
| 
r 1 a 3 . = 
cosa’ sosa a cosa” a p =), 
A i By, G; 


prin urmare. 


„cos ird, cos a 2=)B;: 608 BHAC 


ridicînd là pătrat ‘aceste relații adunind şi apoi extrăgind radi 
calul, găsim că 


n îi IN i i i 1 > 
Cd i a= =- e ~- 
a O EVAO 
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Înlocuind pe A astfel dedus în ecuaţiile de mai sus, găsim că ; 


dp Sg E A Ea Pai Bi se 
COS l= —————— , Cos g? = —— s 


+ G +V A+B+C? 
ra A E E mii 
A E Iro. a VBE 
: , K AaS sl 
şi deci; ecuaţia (15.9) se scrie | 
Azl+ Br2+ 0224 D 
e VAEFBIrG 
Sed e din faţa radicalului se alege astfel încît p să fie o mărime 


„pozitivă (ed reprezintă distanța dela O la P), deci de semn con- 
-trar lui D (e: D<0). ; T 


10. DISTANȚA DE LA PUNCT LA UN PLAN. Fie plandis T dat 
prin ecuația sa normală și Mo un punct din spațiu. Distanța de la 


Mo la x este egală cu proiecția lui MoM, pe direcția lui n. Avem 


=0, s=41. ` (15.10) 


d=MMo' nj =|. (2 —a)cos ci (13— cos (a), Cos o |; 
deci 


d=lz cos al--a? cos a 2-0 cos a pl (15.11) 


Ea se obţine luînd valoarea absolută a scalarului ce 
rezultă prin. înlocuirea în ecuația normală a coordo- 
natelor curente cu coordonatele punctului Mo. 

În cazul:în care. planul x este; dat prin. S 
geberälă; avem |, i 0o ogo opa ui, E ! 


_|4zo+Bza+ Crot D 
VFB 


11. ECUAȚIILE PLANELOR BISECTOARE A DOUĂ PLANE 
DATE. Fie planele m, şi za date prin ecuațiile: Ar + B22+C,2* + 
+ D1=0 şi Ax! + Bat Ca + De=0. Vom numi plane bisectoare 
ale acestora, locul. geometric al punctelor egal ea de ele, 
Din definiție rezultă: TN 


Ax! + Bix? + = + Dı: mA + Box? + Cox? + Da, 
Va BCE. EVAgrEa+G 


(15.117) 


(15.12) 
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Dih formină rezultă că locul geometiic este format din două plane, 
numite mai sus plane bisectoare. 


i2 UNGHIUL A DOUĂ. PLANE. Fie planele mı Şi Ta ai, căror 
vectori normali sînt N, şi Ña. 


` Prin definiție unghiul dintre cele două piene este unghiul mai 
mic dat. de formula: .., TE 


cos p= ER E | Ă (15.13) 


- Din această formulă rezultă imediat . că, condiţia de parale- 
lism a celor două plane este sin :p12=0 ( Yx a =0). ii a de 
perpendicularitate o exprimăm, prin, Na: Na=0. .: 


13. UNGHIUL UNEI DREPTE CU UN PLAN. Fie o a d, 
de vector director v, şi un plan x, avînd normala dată N, unghiul 
dintre dreaptă şi plan este prin definiţie unghiul dintre dreapta 
şi proieciă, ei i (ortogonală) pe plan, El cate, dat pna formula 


cos [— — sală i RA, si (15.14 
Ẹ ) i l ja | eVN2. Ve? ( ) 


- , Dreapta este perpendiculară pe plan dacă 
sin ọ=1, și paralelă cu planul dacă sin e=0. 


14.: PARAMETRII DIRECTORI AI UNEI. j 
DREPTE d DATĂ CA INTERSECȚIE'A DOUÀ |j 
PLANE. Fie planele m: (A,x B2? + Ci 
+ D;=0) „(i=1,2). Acestora le corespund vec- Fig. 6. 
torii normali N(A+,' Ba, C.). Produsul vectorial 
N, x este perpendicular pe fiecare din vectorii Ñ, și deci para- 
lel cu intersecţia planelor Te 


Scrierea simbolică a produsului vectorial 


i Să S LEES a 1 IE si Sai E 
NxN A Bı Cı Sli+mj nk + an (15.15) 
Ág Ba. Ca ta 


ne dă parametrii directori (l, m, n) ai dreptei d. 
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15. ECUAŢIA VECTORIALĂ A DREPTEI DATE DE. DOUĂ 
PUNCTE. Fie punctele M, și Ma, ecuaţia vectorială a dreptei dată 


prin aceste puncte are ca vector director vectorul MM trece prin 
unul din ele, de exemplu, prin M, și este deci 


MM=AMM E, (15.16) 


16. UNGHIUL A DOUĂ DREPTE ÎN SPAȚIU. Fie în Es 


dreptele d, de ecuaţii: M.M=av,. Unghiul dintre ele este unghiul 
vectorilor lor directori; oi dat de: 


da V1 "Va A 
| cos = —= Pf 
17. ECUAȚIILE PARAMETRICE „METRICE“ ALE UNEI 


DREPTE. Dacă vom scrie ecuaţia vectorială a dreptei d, ce trece 
prin Mo şi are direcţia dată de versorul u, aceasta este: ` 


MoM=pu; |u=1. (15.18) 


Din această formulă se deduce semnificația geometrică a para- 
metrului p : p=IMoMI. Ecuațiile scalare: 


zi =ai + p cos ai, să (15.18) 


(15.17) 


obţinute: prin proiecția pe axe a ecuaţiie (15 18) se numesc ecua- 
-piile parametrice metrice ale dreptei d. 


18. PERPENDICULARA COMUNĂ A DOUĂ DREPTE ÎN 
SPAȚIU. Fie dreptele (d,) de ecuaţii 
Sa i MM = AV 


Perpendiculara lor comună va avea direcţia V=ViX Va 
Vom determina un plan 7, care trece prin de şi este paralel cu 
v; acest plan are ecuaţia 


MM(v, x v)=0, 


. EE 
şi conține perpendiculară comună. 

Deci, perpendiculara comună este, RERA planelor r;; 
ea are ecuațiile: 


MMi x (vx v))=0, (15.19) 
i MM(v2 xX (vı X V2)) =0 a 
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sau sub formă scalară AIR 
oz rr 8-a] 


L me te 120, Ea: 
Na Nij. Ma l Jl A i | 
Ma nə |na: lə l mz 

19. DISTANȚA DE LA UN PUNCT M, LA M; 
O DREAPTĂ d ÎN SPAȚIU. Fie dreapta d de d 
ecuație MM = v; din definiția produsului vec- . Ali y 
torial şi. a ariei găsim că `> . Mo M 

IMM'|= [MM xy], (15.20) | E A 

ME Fig, 1 


20. DISTANŢA DINTRE DOUĂ DREPTE ÎN SPAŢIU (ne- 
paralele). Fie dreptele (d,) de ecuaţii 
l MM=àv;. 
Din definițiile produselor vectorial și mixt găsim că distanța acestor 
drepte poate fi calculată prin: 
| | d= Tava val | (15.21) 
| [vix va 
sau - prin | 


1_al 2_.2 „8_„8 
Ta tat Wata 


7 


. ; 21.. DISTANŢA DINTRE DOUĂ DREPTE PARALELE.: Dis- 


d= 


' ni 2 2. 


j 
lam; |2 


mını 


laMa lang Mang 


i i | (15.21) 


tanţa dintre. două drepte paralele. (d,) : M.M=Av poate fi :calcu- 


lată ca distanţa de.la un punct al unei drepte la abia dai a doua, 
deci ea va fi dată prin SN 


| a- Eee ct R (15.22) 
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$ 16. COORDONATE CURBILINII, 
REPERE ASOCIATE 


1. COORDONATE RECTILINII. Să presupunem dat un spa- 
țiu punctual afin A, cu n dimensiuni. Să raportăm: acum spaţiul 
la un reper oarecare & şi să notăm prin (zf) coordonatele unui 
punct arbitrar M prin raport cu acest: reper. Am văzut (pct. 1) 
că, fiind dat un reper &, oricărui sistem de n numere reale (2, . 
++, X”) îi corespunde un punrt M şi unul singur din A, şi inver 
rezultă deci că reperul este o aplicaţie bijectivă definită pe R” 
-şi cu valori în A,. 

Pentru a distinge aceste coordonate de altele, pe care le vom 
introduce în cele ce urmează, vom apune! că acestea sînt coordo- 
nate rectilinii. : 


2. COORDONATE CURBILINII. Să ne dăm n T con- 
tinue şi de mai multe ori derivabile, de n variabile yf definite 
toate pe un același domeniu d fie acestea f!(yi, y?, ..., y”) 
şi să punem: : A si sai i 


zi=f'(y, e... y”) d=1, e. < n), (16.1) 
sau pe scurt x=f(y). 


Să presupunem în plus că aceste n funcții sînt independente, 
adică în aşa fel încît atunci cînd sistemul de valori ale variabilelor 
(y*) variază în domeniul Z'’'C R”, să se poată rezolva cele n ecua- 
ţii (16.1) prin raport cu variabilele (yf), adică să se Pepak exprima 
aceste variabile în funcţie de xt 


y t=g'(®, ni z”), (i=1,...; n), {(16.2) 


sau pe scurt y=g(x). 

Punctul MeD de coordonate icga unde :D=&(2). este 
imaginea prin Ra lui 2, variază astfel într-un anumit domeniu 
DCA,’ Cele n funcţii zi=fi(y) fiind presupuse independente, 
determinantul funcţional: 


DT n-a.) ap PN Js 
Pe: setea y”) ~ 
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este deci presupus. diferit de zero în. a DCR" Şi. bila proprie- 
tate. are loc. şi pentru 'determinantul ui aie sai pi dl sau 


"E DU. y _ =| 2 “ayt 
l D(at, e., 2"), az! 


al funcţiilor y'=g'(z), care este inversul precedentului, -: | 


gs. ma 


Fig: -8.- 


Că Există astfel o aplicație bijectivă între punctele M ale: Jui 
D şi sistemele. de valori ale variabilelor o) aparpnind lui 2. 
„Această aplicaţie este dată de: 

y=3f: 9'CR"- DCA- 


Dacă funcţiile ff nu sînt liniare funcţiile &(f) nu pot fi inter- 
pretate ca un sistem de coordonate rectilinii. Cu toate acestea 


pe 


Vom ` spune | că spațiul A, a fost raportat în domeniul D la 
sistemul de coordonate curbilinii (%). Prin urinare, un sistem de 
coordonate curbilinii al unui. domeniu ' DCA, este în general o 
aplicaţie bijectivă definită peun, domeniu. 2' din R” şi cu valori 
În D. Spaţiul A, se spune că a. fost’ raportat, în, domeniul - D la 
un sistem de coordonate curbilinii. Un punct Mal lui D, de. ` ÇOOT- 
donate rectilinii (2), are coordonatele curbilinii (7?) date de (16. 2). 


- 3; CURBE DE COORDONATE. Vom numi curbe. de coordo- 
nate- mulțimea punctelor M din D. pentru care numai una dintre 
variabilele, (yf) parcurge un interval.: Se. stabileşte . .astfel.o apli- . 
cație injectivă, a unui interval paralel cu o axă din R”, în DC Am 
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curba 'de coordonate fiind -formată din valorile acestei aplicaţii. 
Din definiția dată rezultă că într-un punct M al lui A, -se „între- 
taie“ n curbe de coordonate. Aceste curbe se reduc la drepte 
(subspaţii cu o dimensiune). în cazul coordonatelor rectilinii, fapt 
care explică numele dat „aprioric“ acestor coordonate. 


4. HIPERSUPRAFEȚE DE COORDONATE. Se numeşte 
hipersuprafaţă de coordonate o mulțime de puncte. M din D pentru 
care una dintre coordonate, de exemplu, y‘, este constantă. Ea 
este deci imaginea, prin sistemul de- coordonate curbilinii, a unui 
domeniu hiperplan din 2’, paralel cu n—Î. din axele lui R”. 
Mulțimea acestor puncte va fi caracterizată în sistemul de coor- 
donate curbilinii prin condiţia yi=const., iar în sistemul de co- 
ordonate rectilinii prin condiţia : 

g'(2)=const., `.: 
numită ecuaţia hipersuprafeţei respective. 

5. HĂRŢI, ATLASE. Un sistem de coordonate curbilinii mai 
poartă numele de hartă locală. 

Mulțimea tuturor sistemelor <de coordonate curbilinii care 
pot fi concepute şi atașate diferitelor regiuni DCA, poartă nu- 
mele de „mulţime de sisteme de coordonate admisibile“ în timp 
ce o clasă specială a acestora, cum este, de exemplu, clasa coor- 
donatelor rectilinii, se numeşte clasă de sisteme de coordonate 
preierenţiabile. eu 

„Mai general, o familie n 


A 1: 2i D;, 


de sisteme de coordonate curbilinii sau de hărți locale, ale unui 
spațiu punctual oarecare, poartă numele de atlas, dacă: 


1) UDi= An (mulțimile D, acoperă spaţiul- A), 


2) Dacă D, şi D: sînt două mulțimi de valori a două sisteme 
de coordonate diferite şi dacă Dı) D24 Ø, iar MeD,(1Ds atunci 
coordonatele punctului M, în unul din cele două sisteme, sînt 
fuzicții continue și de un anumit număr de ori derivabile, de coor- 
donatele. sale din cel de-al doilea sistem şi. 'cu Jacobian nenul. 


: - Aceste funcţii sînt cunoscute sub numele de funcţii de schim- 
bare de SATIA, prin ele de aptă se face trecerea de la o.hartă. la 
alta. >: 
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6. SISTEME SPECIALE DE COORDONATE CURBILINII 


a) Coordonate polare în plan. Se numeşte Item de coordo- 
nate polare în plan aplicaţia 


x: (0, œ) x (0, 270)— E2—((z,:0)lz>0), 
dată prin formulele 
f : (e, 0)—(z=p cos 0, y=p sin 6). 
Evident că din z=p cos 6, y=p sin 9, avem: 


cos 6 sin O 


D(z, y) — 
—p sin 0 p cos 0 


=p £ 0, 
Dee, 0) ă 


deci avem invers g:(z,y)— (e =V x+y, O=arc-tg z); cores- 
Tt 


pondenţa este, în domeniile precizate, biunivocă. 

Punctul O(x=0, y=0) se numește pol, iar dreapta de ecuație 
y=0 se numeşte axă polară. 

b) Coordonate cilindrice. Vom numi coordonate cilindrice 
coordonatele curbilinii ale sistemului 


x: (0, 0) x (0,2 n) x R—Es—((2, 0, 0)lz>0), 
exprimate prin f: (p, 0, z)—=(x=p cos ð, y=p sin 0, z=2); cu 


cos0 sinð 0 
—p sin0 pcos  0|=p740, 
0 . 0 1 


D(z, y, 2) _ 
D(p, 6, 2) 


precum și invers 
g:(zy, (eva, O=arctgY, z=z), 
x 


corespondenţa realizată fiind, ca şi mai sus, biunivocă. 


c) Coordonate sferice sau coordonate polare în spaţiu. Coor- 
donatele sferice sau coordonatele polare în spaţiu: 


x : (0, 27) x (0, 7) (0, 00) Es —{(x, 0, 0)lz>0), 
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s6 definesc prin formulele ae 
l f: (0, g, R)=(z=R cos 6 sin Q, y=R sin ĝ sin 9, z=R cos p). 
Determinantul Jacobian al acestora este: 


— R sin 6 sin o Rcos0 sine 0 


2er? a R cos cos g Rsin0 cos ọ —R sin ọ |= 
em 3 cos ð sinọ sinô -sin ọ cos e 
= —R? sin ọ #0. | 


Această condiţie ne permite să exprimăm invers funcțiile: 
g: e D a-s 


=(P- -VEFTR gare tg, P= arc Cos 73) 
Var pia 
d) Coadă conice, Se numeşte s sistem de coordonată conice 
aplicaţia i Do da 


x : (0, 27) x (0, Z) x (=o, 0)UG, dan ia op 2oy} 


e 


definită prin formulele | 
f:(q. 8, z)=(z=cos e tg 0 z, y=sin q tg ô z, z=2). 
Determinantul Jacobian fiind. | 


—sin etg0:z cosotg0:-z 0 


D(z, yY» z) BE ALA Pz sin p:z Rok 0 i 
D(ọ. 9,2) EE cos? 0 cos? 0 p 
cosọtgð . sinetg0 1 
sin 6-2 2 a 
=— 0, 
cos cos 0 0 dă 


sistemul invers este dat de formulele g : (x, y,2) (= = are të- Pi 


Oare tg VIF , z= ): 
>g 
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E A PROBLEME ȘI EXERCIŢII 


(3 


| 1, Să se determine oordat (arteziene; ale punctelor ale 
căror coordonate polare sînt 


a(g) (2.1), dei) ara 


2. Să ise determine coordonatele polare ale n ale 
căror coordonate carteziene sint: - = > 


Mia, —a), N(—a, a3), P(—a, 0). + 
- 3. Să se determine coordonatele polare ale virturilor unui 
hexagon regulat. ABCDEF cu 'latura a; în cazurile | 
a). A se ia ca pol și AB ca axă polară; : paS 
b) centrul.O se ia ca pol.şi OA ca axă polară. 


4, Să se determine coordonatele cilindrice și E CENA 
sferice ale punctului M de coordonate carteziene M(y 6+ V32, 2, 


Ve- =Vă, dl 


„$ 17, SPAȚII PROIECTIVE 


1. DEFINIȚIA SPAȚIULUI PROIECTIV. , Să notăm prin 
Tai Tnş1—40), spațiul vectorial. Tosa din care am exclus vec- 
torul nul. Vom introduce în această mulţime o relaţie P» conve- 
nind să spunem că doi vectori x şi x’ din Tar sînt p — echiva- 
lenți, dacă există un factor AER nenul, astfel ca x'=Ax; este ușor 
de văzut că vom. obţine în acest, fel o relngie de echivalenpa: p 
pe Tapı definită prin: 

X’~x dacă xX'=1AX. 


+ Prin definiție, spaţiul proiectiv cu n dimensiuni P, este cîtul 
lui T’ na Prin relaţia de echivalență p. El se identica cu mulțimea 
direcțiilor lui Tp41- 

Un punct z al lui P, este deci definit prin iarta a n+-l nu- 
mere x“, nu toate nule, care sînt numite coordonatele omogene: ale 
punctului £; Şi pentru ca două sisteme de coordonate omogene 
(2?) şi (2) să definească același punet al lui.P,, trebuie şi este 
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de ajuns ca să existe un număr AER nenul, astfel ca să aibe loc 
relaţiile z” =Az‘, pentru i=1,...,n-+l. Vom nota P,=T,,/p- 

Observaţie. În locul spaţiului vectorial Ta am fip utut lua 
spaţiul afin: Anyi, şi drept clase de echivalență, punctele unei drepte 
ce trec prin origine (mai puțin originea). 


2. ALTĂ INTERPRETARE A SPAȚIULUI PROIECTIV. În 
baza observației precedente, deducem că există o corespondență 
bijectivă evidentă între punctele lui P, şi dreptele lui A„4}ı care 
trec prin origine. Se poate deci considera P, ca fiind spațiul drep- 
telor lui A„4,ı care trec prin origine, ca spațiul direcțiilor drepte- 
lor lui Apa sau al direcțiilor lui Ta. 

Toate consideraţiile de mai sus sînt evident valabile în cazul 
particular în care vom lua în locul lui A, spaţiul punctual eucli- 
dian E,. Pe de altă parte, fiecare dreaptă a lui E,, care trece prin 
origine taie m două puncte diametral opuse sfera unitate S, 


definită prin Š (x? =1*. 


i= 

Spațiul P, i obține deci prin identificarea punctelor diametral 
opuse ale lui $,. 

Mai mult, vom arăta că P, este spațiul cît al lui S$, prin 
relația de echivalență o definită astfel: „două puncte ale lui S, 
sînt o — echivalente, dacă ele sînt sau identice sau simetrice 
prin raport cu 0“. 

Observaţie. Să notăm prin s proiecția canonică a lui T 
pe A M +P şi prin q proiecția canonică a lui S, pe S,/c. 

Sfera S„ poate fi concepută ca spațiul cît al lui 7,,, prin 
relația de echivalență p’ definită astfel: „doi vectori ai lui 7, +a 
sînt echivalenți dacă ei sînt pe o semidreaptă cu originea 0”, 
adică dacă au acelaşi sens. Fie p proiecția canonică a lui T + 
pe S,; avem s=q'p, ceea ce ne permite să prezentăm rezultatele 
de mai sus sub forma unei diagrame comutative. 


Tha | * 
P w P, 2 Tn41/0 E Sale. 
Sn q Prr 


Vom numi elementele spaţiului proiectiv P, puncte geometrice. 


* Pentru definiția sferei vezi pag. 242. 
196 | 


„8. PUNCTE INDEPENDENTE, REPERE PROIECTIVE. Spa- 
ţiul proiectiv P, nu este un spaţiu vectorial; cu toate acestea, 
unele noţiuni (nu toate) relative la spaţiul vectorial sau punctual 
afin se extind . asupra lui P,. 

Definiţie. Vom spune că p puncte geometrice Xa ={(£4)} 
ale lui P, sînt independente dacă următoarele n--l relații 


Ye 20, (i=1, 2... , n+1), = (173) 
a=1 i ` 


implică A%=0, pentru «=1, 2,..., p. 

Cu alți termeni, p puncte geometrice X, sînt independente 
dacă matricea (x4) a coordonatelor lor omogene este de rang p: 
această relație ne arată că noțiunea de „puncte independente“ 
nu depinde de sistemele de coordonate omogene utilizate, iar 
existenţa a p puncte independente atrage după sine psn+l. 
Pe de altă parte, există efectiv sisteme de n+1 puncte indepen- 
dente (de exemplu, sistemul X« =(9u)) şi dacă (Xu)=((2a)) 
este un astfel de sistem, coordonatele omogene ale unui punct 
oarecare X al lui P, pot fi sii sub forma: 


g= E BES (17.2) 
a=l A 
Fiind date n+1 puncte geometrice. Xa de coordonate omogene 


Za, punctul geometric X, al cărui un sistem de coordonate om ogene 
este zi, va fi definit deci de (17.2). 

“în felul acesta am asociat punctului X, cu ajutorul sistemului 
de puncte liniar independente Xa(a=1,...,n+1) un sistem 
de numere (£*) nu toate nule, căci zf nu pot fi toți nuli. 

Dacă punctul X va fi dat printr-un alt sistem de coordonate 


omogene z'i=Azi, vom avea r= ALEA (Azi= 1 zi), 
1 i > prai 
r= > ra cu Et = ga, deci E'e=ate. 


Coeficienţii č% astfel determinaţi depind însă de alegerea 
sistemelor de coordonate omogene ze ale punctelor Xa. Să luăm, 


spre exemplu, alte sisteme de coordonate omogene zii ; 
vom avéa 


. & . re A 
pt ZE = pie zi, deci Era = 
[+ d 


1 


ze, (17.3) 
ceea ce ne arată că numerele £« depind de factorii Aa. | 
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Va fi deci necesar să fixăm determinarea” lor (pînă la un 
factor arbitrar). 

Pentru aceasta ne vom da un alt punct Xo de exemplu, prin 
sistemul de coordonate omogene zo. 

Vom cere ca acest punct (numit punct unitate) să corespundă 
valorilor El= = ... = "tL =]; această condiţie poartă numele 
de condiţie de normare. Cum facem aceasta? 

Să presupunem că sisteinuljde n+l puncte X, îl avem dat 
prin coordonatele lor omogene e} și zo în acest sistem este: 


n+1 
= PX Aa Th. 


Acest sistem liniar și neomogen de n4-l ecuații cu n41 necunos- 
cute determină unic factorii A (căci este un sistem Cramer). 

În acest caz va trebui să înlocuim Afiecare sistem (zi) (a= 
=1,..., n+1) prin sistemul (Aaza). Pentru ca aceste noi sisteme 
de numere să fie sisteme de. coordonate omogene trebuie ca toţi 
Aa £0. 

Deci punctul Xo nu poate fi oricare, el trebuie să îndeplinească 
condiţia de a nu fi liniar dependent de mai puţin de n+i puncte 
Xa, adică aceasta revine la a spune că cele n4-1 sisteme de puncte 
obţinute prin înlocuirea unuia din punctele X« prin punctul Xo, 
să fie toate independente (conform regulii de rezolvare a siste- 
mului). 

În adevăr, în acest caz avem, conform (17. 5) unde pentru 


X$ coeficienții E« sînt egali cu Ae: 


Odată alese sistemele de coordonate omogene xi =a X$ ele 


pot fi taulii te toate cu un acela factor are şi atunci numerele 
ge Š Ea = N aria Lge, ' 


Punctul. Xo fiind astfel. ales, coeficienţii Ea, corespunzători. 
unui punct arbitrar X, sînt determinaţi pînă la un factor, şi 
aceştia nu pot fi toţi nuli. 

“Vom spune că acestea sint coordonatele proiective ale punc- 
tului X prin râport cu reperul proiectiv construit prin cele n+l 
puncte X« și prin punctul unitate Xo. 
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Coordonatele omogene. iniţiale (xf) corespund reperului con- 
struit prin cele n+1 puncte Xa =(8%) şi punctul Xo=(1, 1,...,1). 
__Reţinem faptul că, un reper proiectiv este definit prin darea 
a n+2 puncte Xu («=0,1,...,n-+1) astfel ca n+1 oarecare 
dintre ele să fie independente. soa 
` Observaţie. Condiţia de normare. poate îi dată mai general, 
cerînd ca punctul Xo să aibe drept coordonate proiective un 
sistem de numere dinainte date Ea; 2007 PORN ua supuse condi- 
ţiilor de independenţă, de mai sus, dealtfel arbitrare. 


„4. SCHIMBĂRI DE REPERE. Fie reperele proiective BX) 
si iR Ke) Din definiție rezultă că. 


Kaaba s (17.4) 
precum şi l „i 
| M= EX = EUN w= Er bar: Xa, 


din aele formule rezultă că . 


S | £ “=bg Se ae e aTa 
şi unde (bw) este o matrice patratică nesingulară: | 
det (b4) 40, . © a7 4») 


cu n41 linii și n+1 coloane; Formulele (17.4): reprezintă schim- 
barea coordonatelor unui puneţi M: cînd se face o- schimbare de 
repere de forma (17.4). 

„Dacă pentru punctele dă tamulţiza coòrdonatele lor cu un 


același. factor p, atunci - avem . Ba > ba (din 17 4), deci cu 


(17.4) EP pEb, 

Foimulele (7.45), cu condiţia (17.4”), pot fi aterpretiie 
în P, ca formule analitice ale unei transformări. O astfel de trans- 
formare se numeşte coliniație. Coliniaţiile depind de (n+1}—1= 
=n(n+2) constante arbitrare. O coliniație este determinată în 
P„ dacă se dau n42 puncte (generice), în: care se transformă 
n42 puncte (arbitrare) dinainte date. 

Printr-o coliniație s-plane se iranstormă. în s-plane (în par- 
ticular dreptele se transformă în drepte). 

Formulele (17.4) ne mai spun că coliniaţiile lasă fixe unele 
puncte. ale. spaţiului proiecțiv, numite puncte unite ale transfor- 
mării. Ele pot fi determinate efectuînd în. (17.4). schimbarea de 
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coordonate omogene £* =p Ẹ%, caz în care p va fi o soluţie a 
ecuaţiei caracteristice 


| bx— 8vp|=0. (17.5) 


Introducînd valorile rădăcinilor ecuației (17.5) în sistemul 
(17.4) cu &* =p", se obține 


(8 — 8B p) Et =0. (17.6) 


Soluțiile sistemului (17.6) sînt elementele unite ale transfor- 
mării (17.4'). Dacă toate rădăcinile ecuaţiei caracteristice (17.5), 
în număr de n+1, vor fi reale şi distincte, vom. avea n4-1 puncte 
unite, care formează un „simplex“, ale cărui hiperplane vor îi 
evident şi ele unite. 

Diferitele cazuri de rădăcini multiple ale ecuaţiei carac- 
teristice (17.5), împreună cu elementele unite corespunzătoare, 
permit a se face o clasificare a coliniaţiilor în P,. 


5. VARIETĂȚI LINIARE. Dacă X,..., Xp sînt p+i 
puncte independente ale lui P„(p<n) şi Saca, punctul (à) variază 


în R?*1—40), vom spune că punctul X = S Ae z) generează o 
varietate liniară P, de dimensiune p; se vedé că că această varietate 
constituie ea însăşi un spațiu proiectiv de dimensiune p; într-adevăr, 
dacă coordonatele (zi) sînt fixate, coeficienții A“ .care corespund 
unui punct X din P’ „ Sînt determinaţi pînă la un factor şi aplica- 
ţia (4%)—(ZAai)=X definește un izomorfism al lui P, pe Pi 
a dia dă care conservă noţiunea de „puncte indepen- 
ente“. 

Se vede fără greutate că o varietate liniară de dimensiune 
pP poate fi considerată ca fiind mulțimea punctelor lui P, ale 
căror coordonate omogene satisfac la n—p relații liniar indepen- 
dente de forma: 


n+l 
X abz'=0, (B=1, ..., n—p). (17.7) 
i=l . 
+1 
În adevăr, fie zi= F Rezi; (i=1,... n41; a=1,..., p+1). 


a=1 
Eliminind parametrii A rezultă un sistem . de (ar) —(p+1)= 
=n—p condiţii (17.7). 
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: 6. CAZURI PARTICULARE. I. Dreapta din .P, care unește 
două puncte distincte A,=(zî) și Az=(24) este „locul“ punctului 
de coordonate omogene uzi ui, cînd punctul (ul, u?) variază 
în R?—{0}. Se poate de asemenea considera dreapta AA, ca 
locul punctului (zi 4-î24) cînd t descrie dreapta completă (închisă) 
R (punctul As corespunzind valorii {= co a parametrului); dreapta 
proiectivă este izomorfă cu dreapta numerică completă R sau, 
de asemenea, cu o circumferință (acest rezultat este în concor- 
danţă cu faptul că dreapta proiectivă este un compact). Simbolul 
t poartă numele de coordonată proiectivă neomogenă. 

II. Un hiperplan al lui P, (varietate liniară cu n—1 dimensi- 

i ; n+l 

uni) va fi, de preferință, definit printr-o relaţie liniară $) a'=—0, 
i=1 

cu coeficienți nu toți nuli. 

Observație. Există o corespondență bijectivă evidentă, care 
conservă dimensiunile, între varietățile liniare ale lui P, şi varietăţi 
liniare ale lui Aj, care trec prin origine. 

Să notăm prin Oua domeniul lui P, definit prin condiţia 
x”t! 40; fiecare punct din Q41 este determinat prin darea a n 

ai 


z şi invers, fiecărui punct u=(ut) al lui R” i se 


numere ui= 


poate face sai enuie punctul din P, ce admite drept coordo- 
nate omogene ansamblul (ul, ..., u”, 1): O, este deci în cores- 
pondenţă bijectivă cu R” (evident și cu A,) şi se poate spune că 
spaţiul proiectiv P, se obține completind pe R” (A,) prin adău- 
garea unui hiperplan (hiperplanul zn+1==0), numit hiperplanul 
de la infinit. Evident că spaţiul proiectiv obţinut pe această cale 
este un model al spaţiului proiectiv P,. (Generarea lui se poate 
face însă numai prin recurenţă.) 

Reţinem faptul că pentru n>1, acest mod de completare 
este cu totul diferit de cel al lui Alexandrov, care constă în adău- 
sarea unui singur punct la infinit. 

- Observaţie. Scoţind din P, un hiperplan H, rămîne în ade- 
văr un spaţiu A,. Invers însă, nu putem adăuga unui A, un pes 
plan H (proiectiv) decît prin recurenţă. SIRE 


7. DUALITATE ÎN P. Prin considerarea ecuației. unui hi- 
perplan (7). 


Aa T“ —0, k ȘI | Su 
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sîntem în măsură să spunem că, coeficienții: a, constituie coor- 
donatele proiective omogene ale acestuia sau coordonate tan- 
genţiale. Relaţia: (17.8) constituie expresia analitică. a dualității 
în, Pa, prin ea se stabileşte o corespondență între punctele Și hiper- 
planele lui P,. 

Este cunoscut următorul rezultat, Spaţiul proiectiv P, de 
dimensiuni n este drientabil dacă n este impar, neorientabil dacă 
n este par. În particular, pentru n=1{ se obţine faptul că dreaptă 
proiectivă (izomortă cu o circumferință) aste orientala planul 
proiectiv (n=2) este neorientabil. 

În adevăr, a orienta spațiul P; înseamnă a determina - e) 
împărţire în două clase a mulţimii reperelor proiective, astfel 
încît schimbările: de repere. din aceeași clasă să se facă cu matrici 
de determinant pozitiv, iar schimbările de repere din clase dife- 
rite, cu matrici de determinant negativ. 

O astfel de împărţire însă nu. poate fi făcută i în “cazul n=2p 
întrucit, prin amplificarea coordonatelor cu factorul A2=—1 orice 
reper rămîne pe loc, iar „schimbarea“ de reper este dată de matricea 
(— 33), determinantul acestei matrici este egal cu: —1. Dimpotrivă, 


în call n=2p+1, matricile care lasă un reper pe loc sînt de forma 
(kòş) şi au determinantul egal cu k22+, deci pozitiv. 


8. FASCICUL DE HIPERPLANE. Fie P, un spaţiu proiectiv 
cu n dimensiuni și în el H, și: "Hz două hiperplanei (subspaţii cu 
n—1 dimensiuni) neidentice ‘date “într-un reper proiectiv respectiv. 
prin ecuaţiile 01 =0 şi @z=0. Intersecţia acestor două hiperplane 
este un subspaţiu Hız, cu n—2 dimensiuni, dat, în i acelngi Teper, 
prin sistemul de ecuații | T 
: cop ==0, 02 =0. E LE i pi 079) 
„Să concepem acum familia de hiperplane HA date prin ecuă- 
ţia: - e m a a a tt e 
Mo -ki2wo4=0,: l 7 B Y (17.10. 
unde (àt, X2)eR2— —{0)}. Ecuația : (17.10).. este numită ecuația 
proiectivă omogenă a fasciculului: Perechea :(A1,: 42); determină 
hiperplanul H,, invers, -un 'hiperplan. Hy determină „perechea 
(àl, 42), abstracţie făcînd de un factor. 
O astfel de familie poartă numele de „tăscicul de hiperplane“. 


Pentru diferite valori als parametrilor (O1, 2) se obțin diferite 
hiperplane H, ale familiei. 
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„ Întrucît soluţiile iebanale: ale. sistemului (17.9). verifică şi 
ecuaţia (17.10), rezultă că subspaţiul H, este conţinut în oricare 
din hiperplanele H}.  . 

Datorită . corespondenţei stabilite, “între familia de hiper- 
plane H, şi dreapta proiectivă P, se stabilește o „corespondenţă 
bijectivă. “Are loc următoarea 


Propoziţie. Într-un fascicul de hiperplane există un hiper- 
plan şi numai unul care trece printr-un punct “Mo arbitrat (dar 
nesituăât pe Haz). 

În adevăr, cerînd ca Oor HAo (Mo) =0, găsim că” 

Di AA 8 

said n aM) ~ (Mo) 

dé unde rezultă că perechea AL, 12) este unic ‘determinată, abstrac- 

ție făcînd de factorùl. o (&œ(Mo) și (M) nu se anulează 
simultan, întrucît M E H;2). 

Vom tiumi scalarii (AL, A?) . coordonate omogene: ale hiper- 


planului H} din fascicul. Putem jtrece la coordonate neomo- 
gene à scriind: 


=0, 


coypăeoga0. | AH 1) 


„.. Pentru a realiza însă o corespondenţă biunivocă: între H, 
şi (2) va fi necesar ca (=ă. Vom numi cz ai (17.11) ecuația 
proiectivă, neomogenă ay fasciculului. 


„9. BIRAPORT, RAPORT ARMONIC. Vom spune că patru 
puncte distincte A(a5), B(b'), C(c%), D(d'), date pe-o dreaptă, for- 
mează o cuaternă ordonată, dacă specificăm ordinea în care le 
considerăm; cu ele putem deci forma 4! cuâterne ordonate. 

Vom numi biraport sau raport anarmonic, asociat cuater- 
nei „ordonate Ar b, C, D), expresia 


E o E 0713 
eoo agw a (4.8; D o a E 
Primele două punde ale unei cuaterne ordonate le vom numi 
puncte de bază, ultimele două de diviziune; perechea formată 
de primul și ultimul, perechea punctelor externe, iar cea formată 
de la al: doilea. și“al treilea, perechea punctelor interne. 
Propoziția 1. Prin schimbarea, într-o cuaternă ordonată, 
a două puncte între ele şi a celorlalte două între ele obţinem o 
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nouă cuaternă ordonată, iar birapoartele acestor două cuaterne sînt 
egale. 

În adevăr, va fi suficient să calculăm valorile cuaternelor 
ordonate (B, A; D, C) şi (C, D; A, B), celelalte se deduc din aces- 
tea prin aplicarea lor succesivă. Pentru calcularea acestora însă, 
folosind formulele (17.12), (12.16) şi (12.18), găsim că ele sînt egale 
cu (A, B; C, D). 

Aceasta ne permite să considerăm întotdeauna biraportul 
asociat celor 6 cuaterne ordonate, în care primul punct de bază 
este A. 

Propoziția 2. Cunoscînd valoarea biraportului unei cuaterne 
ordonate, valoarea biraportului oricărei alte cuaterne ordonate ce 
poate fi formată cu cele patru puncte date se exprimă în funcție 
de valoarea biraportului inițial. 

Demonstraţie: Notînd cu A=(4, B; C, D); avem: 


(4, B; D, == , (4, C; B, D)=1— —A, (4, C; D, B)= —» 


(4, D; B, C)= Fi , (4, D;C, B)=—>: 


În adevăr, (A, B; D, C)=(4, B; D)/(A, B; 0)= = precum şi 


í iat i 
(A, C: B, D)=(A, C, BA, C; D-4 2e DE a o Cata A 
AD (ct—aî)(di— af) 
22 (atd!:+ bici) — (cdi a!'bt)— PT E 63 —1— (a!— ci)(di— d) 
i (ctdi+ a'd')—(bidi+aict) (0—do(at—a) 
=] —?. i 
Prin urmare, dacă permutăm între ele punctele perechii de 
diviziune (sau de bază), biraportul cuaternei obținute are va- 
loarea inversă biraportului cuaternei date. Dacă permutăm între 
ele punctele interne (sau externe), biraportul cuaternei obținute 
are valoarea 1 minus valoarea biraportului cuaternei date. Va- 
lorile celorlalte trei birapoarte date se deduc cu ajutorul proprie- 
tăţilor de mai sus prin aplicarea lor succesivă. 


10. COORDONATĂ PROIECTIVĂ PE DREAPTĂ. Conside- 
rînd acum trei puncte A, B, C fixe și un al patrulea punct X 
arbitrar, oricărei poziţii a punctului X îi va corespunde o valoare 
pentru biraportul 


r=(4, B; C, X). 
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Dacă A, B sînt puncte fundamentale ale unui sistem de coor- 
donate baricentrice și A=(A, B; X), atunci au loc formulele 


pa Aro i E BC) 2S) „ref. 
A T l 

Acestea ne arată că între r şi A există o corespondență bijectivă, 
deci valoarea r poate fi considerată ca o coordonată, care se nu- 
meşte coordonată proiectivă pe dreaptă sau coordonată biraport. 

Dacă punctul X tinde spre punctul A, numitorul raportului 
anarmonic (A, B; C, D)=(4, B; C)/(A, B; X) tinde către zero, 
deci valoarea fracției tinde către infinit. Vom zice deci că punc- 
tul A are coordonata r= œ. Dacă X coincide cu B, r are valoarea 
zero, iar dacă X coincide cu C, r are valoarea 1. Deci punctelor 
fundamentale le corespund coordonatele oo, 0, 1, în sistemul de 
coordonate proiective pe dreaptă. 


11. BIRAPORT ARMONIC. Vom zice că o cuaternă este 
armonică dacă unul din birapoartele asociate cuaternelor ordo- 
nate poate lua una din valorile: 


1 
—1,— sau 2, 
2 


În acest caz cele 6 birapoarte au valorile egale două cîte 
două. 

Cuaterna ordonată a cărei biraport este —1 o vom numi cua- 
dernă ordonată armonică, iar biraportul asociat, birapori armonic. 

Dacă A, B, C, D este o cuaternă ordonată armonică, avem: 


(A, B; C, D)=—~1, (17.13) 
şi deci 
(4, B; C)=-—(4, B; D). 


Prin urmare, într-o cuaternă ordonată armonică punctele 
de diviziune împart segmentul AB în rapoarte egale şi de semne 
contrare; unul este deci: interior segmentului AB şi altul exterior. 

Deducem de asemenea următoarea 

Proprietate. Dacă schimbăm între ele punctele perechii de 
bază (sau de diviziune) ale unei cuaterne ordonate armonice, ob- 
ţinem tot o cuaternă ordonată armonică. 

Fiind indiferentă ordinea punctelor în: perechea de. bază și 
în cea de diviziune la o cuaternă ordonată armonică, ea mai poartă 
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şi numele de diviziune armonică, spunînd că perechea C, D divide 
armonic. perechea A, B. În baza proprietăţilor de mai sus, avem 


(C, D'A, B)=(4, B; C, D)=-—1, 


deci şi perechea A, B divide armonic perechea C, D. Avem prin 
urmare o proprietate de reciprocitate a celor două perechi. 

| | Observaţii: Cunoscînd trei puncte ale 
unei diviziuni armonice, cel de-al patrulea 
punct se poate determina cu ajutorul 
unei construcții geometrice (afine): 

Să presupunem că (A, B; C, D)= 
=—1 şi că cunoaştem pe A, B, C; 
vrem să-l determinăm pe D. 

= Fie P un punct arbitrar în plan 
(P AB), Q un punct în care dreapta PC 
Fig. 9. taie paralela la AP :dusă prin B, Q 
| = siietricul lui Q faţă de B: -- 
Dreapta PQ' taie pe AB în punctul căutat D, după cum se 
deduce din asemănarea triunghiurilor APC, BQC işi DAP, DBQ’. 

II. Să presupunem că cele patru puncte ale cuaternei ordo- 

nate armonice sînt date prin coordonatele lor 


A(a%),_B(%), C(e), D(49. 


Condiţia 
l (a, B; c, D= 

se traduce prin egalitatea “ 

| i-a da ca 


pi—et pi—d! 3 3... .p n), 


sau aducînd la același numitor şi ordonînd 
| 2(atb'+ cdi) = =(a*+ b(ct+d*). | (17. 14) 


a).. Dacă originea coincide cu mijlocul segmentului: AB, avem 
bi=—at şi deci È 


OA? =0C- oD. 


Prin ı urmare, dacă perechea C, D divide armonic perechea 
A, B, punctele C şi D (unul interior și altul exterior segmentului . 
AB) se află de aceeași parte a mijlocului.O al lui AB. l 
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b) Alt caz particular. Din (17.14) deducem făcînd A=0 (a=0): 
2 1 1 2 1 1 


—m—+— sau — me — 4 — 

Pera NTa PCI TA 
bi este media armonică între cf şi d, sau AB este media armonică 
a segmentului AC şi AD. 


12. BIRAPORTUL A PATRU HIPERPLANE DINTR-UN FAS- 
CICUL. Să considerăm într-un fascicul de hiperplane o cuaternă 
ordonată: de plane distincte P,,. Pa, ‘P3, Pa şi să. tăiem acest fas- 
cicul cu o dreaptă d, care nu intersectează axa fasciculului ((n —2) 
planul comun tuturor hiperplanelor. din ici Notăm prin 
(17.9) 


o(M)=0, | (i=1 2), 


ecuațiile primelor . două hiperplane | date. Celelalte două hiper- 
plane vor avea ecuaţiile de forma (17. 11). 


5 o (Mj+io(M)= =0, 


şi vor corespunde, să spunem, valorile As şi A4 ale parametrului A. 
Dacă notăm (Mi, Mz, M3, M4) cuaterna ordonată a puncte- 
lor în care dreapta d înţeapă hiperplanele P, Pa, Ps, Pa, conform 
cu formula (12.17) avem (Mı, Ms M3)= — os(Ma)los(Ma); din 
(17.11) avem ws(M)= o (M)+Aso(M) Şi @(M1)=ħ0(M1), 
stat Ma) o(Ma), deci 
l Ma. Mz M == eM) , 
| (Ma Ma > — Ap SE oma” 
analog ` | 
tacă (Ma), 
(Mi, Ma; M)=— EV ZM)” 


de aici deducem că 
(Mi, Mz; M3, M)= FEAE 


de unde rezultă că biraportul cuaternei ordonate (Mi, Ma, Ms, 
Ma) este independent de poziția dreptei d, el depinde numai de 
poziția relativă a celor patru hiperplane din fascicul, motiv pentru 
care îl vom numi biraport al cuaternei ordonate de hiperplane 
(P.; Pa, Pg, Pa), şi vom scrie . 


(Pis Pa; Ps, Pa) =Aa]ha: 
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“PROBLEME ȘI EXERCIŢII 


Probleme afine și metrice rezolvate cu ajutorul noţiunii de 
fascicul în spaţiile As şi Es. 

După cum am văzut din paragrafele precedente, toate no- 
ţiunile şi proprietățile proiective sînt în acelaşi timp și afine, iar 
împreună cu cele afine, ele sînt şi metrice. 


1. Ecuația planului ce trece prin dreapta de intersecţia a două 
plane și printr-un punct dat Mọ 
Fie dreapta d=P,()P2 de ecuaţie: 
(P)o= A+ Biy +Ciz+ D= 0. 


Scriem fasciculul de plane &%+Aw=0, determinăm para- 
metrul à astfel ca planul să treacă prin Mọ, deci 


TER A120 + Biyo+- C120 + Di a pe o(Mo) o Mo) 
Aso Bayot Cazo + Da (Mo) 


valoarea lui Ag astfel determinată o introducem în ecuația fas- 
ciculului şi obținem ecuația planului căutat’ sub forma: 


o(M)+rwa(M)=0 sau 
o (M)oa(Mo)—o(Mo)o(M)=0. 


2. Ecuația planului care trece prin dreapta de intersecfie a 
două plane (P;) și este perpendicular pe un al treilea plan (P3) 

Pentru determinarea acestuia, vom scrie ecuaţia fasciculului 
o (M)+Aw(M)=0 şi vom cere ca un plan arbitrar P, de ecuație 


or =(41 +4) +(B1+AB2)y +(C1+AC2)2+ 
+ Di+i D2=0 
să fie perpendicular pe planul P de ecuaţie 
(03 = Aşt-+ B3y-+ Csz+ Da =0. 


Condiţia de perpendicularitate a celor două plane se exprimă prin 
perpendicularitatea normalelor lor, adică prin: 


(N, AN) Na =0 sau 
As(A14+AA2)+ Bs(B.4+ABa)+ Ca(Ca + AC2) =0, 
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întrucît normala planului PA este M,-+AM, de aici deducem 
valoarea lui 


E Ą Z— 


AsAs-+ BaBs-+-CaCs Na -N3 
care reintrodusă în ecuaţia fasciculului ne dă ecuația planului 
căutat: 
N? Nso (M)— Ni Nso2(M)=0. 
3. Ecuația proiecției unei drepte pe un plan. Pentru deter- 
minarea ecuației proiecției unei drepte pe un plan, o vom interpreta 
pe aceasta ca intersecția dintre planul dat şi planul ce trece prin 


dreapta respectivă şi este perpendicular pe planul dat. Deci ecua- 
tiile dreptei sînt: | 


&s(M)=0 
Na: Nso (M)— N1: Nso2(M)=0. 
4. Să se demonstreze că dacă (A, B, C, D)=-—1, (A, B; C)=A 
şi M este mijlocul segmentului CD, atunci avem: 


i ari al BD 


2. (4, B; M)=—n. 


R: Se fixează coordonatele A(0), B(b), C(e), D(d) şi se folosesc 
formulele (17.12) şi (17.14). 


§ 18. GRUPUL PROIECTIV ȘI PRINCIPALELE 
SALE SUBGRUPURI 


În  consideraţiile pe care le vom face în cele ce urmează, 
un rol important îl are noţiunea de „invariant“ prin raport cu un 
grup G oarecare de transformări, ale unei mulţimi S. 
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1. DEFINIŢIA INVARIANŢILOR. Vom numi invariant al 
unei mulţimi formată din p puncte arbitrare M,, M2,..., Mp; 
faţă de un grup de transformări G, o funcţie scalară 


F : (Mu Ma, e. A M,)eSx SX ... x S=F(M,, Ma, ...y M,)ER, 
„pori 


care nu este o constantă, dar care ia valori egale pe toate. mulți- 
mile de p puncte, care se deduc una din alta PE piA-0 transformare 
a grupului G (punctele fiind oarecare): 


VMS, VgeG=F(M,, ...; Mp) =F(gM, . . >. , 9Mp) Z const. 


:2. GRUPUL PROIECTIV. Să considerăm -o matrice reală, 
oarecare, element al lui GL(n+1, R}: a=(a) de tipul (n+1)x 
x (n+1); acesteia îi putem asocia o aplicaţie Ta: X>X' a lui 
P în el însuşi, definită în coordonate omogene, prin zi, =a, a, 


Este evident că punctul X'=T,X nu depinde de sistemul de coor- 
donate omogene (z*) ales pentru X; vom spune că T, este o pro- 
jectivitate sau o transformare proiectivă a spaţiului proiectiv P,. 


Relaţia Ta=TT, ne arată că transformările proiective Ta 
de matrice a regulată (proprie) constituie un grup de transformări 
ale lui P, numit grupul proiectiv, și pe care îl notăm prin II,. 

Dacă însă 1=(8*) este matricea unitate a lui GL(u+-l, R), 
avem T,X =X oricare ar fi XeP, şi AeR—{0}, de unde deducem 
că T a™ Ta. Invers, dacă a, beGL(n+1, R) şi dacă avem T,X= 
=T, X oricare ar fi XeP,, există un număr 1.40, astfel ca b=ħa. 
În adevăr, z=bizi=aizt, (Di—ai)zi=0, Vzibi=ai, Să 
notăm cu Du =f eR (00); acesta este un subgrup al lui 
GL(n+1, R). Grupul proiectiv II, se reduce deci la citul| lui 
GL(n+1, R) prin subgrupul invariant D,„4,ı format din matricile 
de forma 1l(AeR—(0)). 

Relaţia de! (Aa)=A**l det (a) ne arată că fiecare clasă de 
echivalență: modulo .D,„4ı. conţine o matrice şi una: singură de 
determinant +1 dacă n este. par, din care se pot deduce toate 
celelalte, și două matrici (cu coeficienţi opuși) de determinant +1 
sau —1 dacă n este impar; deci, dacă n este par, II], este izomorf 
cu grupul special liniar SL(n+i, R) constituit prin matricile de 
determinant +1 şi dacă-n este impar, Il, se obţine identificînd 
matricile a şi —a din; subgrupul lui GL(n+1, R) construit . pria 
matricile de determinant egal cu: 1. 
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Observăm că există o transformare proiectivă şi una singură 
care transformă un. reper proiectiv dat &= =(Xe) în altul &'= 
=(ă), (a=1, 2,...,n+1); aceasta. este transformarea T defi- 
nită prin NE 


T ($ Ea x.) = RER . 


Propoziţie. O schimbare de coordonate omogene boate fi deci 
interpretată ca o transformare proiectivă şi invers. | 
vom, scrie analitic transformările .lui M, sub forma . 


p'a” =aizi, (P #0; S (18. 1) 


prin aceasta am identificat două elemente ale lui GL(n+1, R) 
care aparțin aceleiași clase prin raport cu Dp, 

Mulțimea acestor transformări formează grup, subgrup al 
grupului tuturor transformărilor lui P,. ` 

Să dăm şi o demonstrație directă a acestui fapt, ce va servi 
ca model în cele ce urmează la determinarea și a altor subgru- 
puri; pentru aceasta: vom arăta că: produsul a două transformări 
proiective este tot o transformare proiectivă şi inversa unei trans- 
formări proiective este tot o transformare. proiectivă. 

L Fie p'a” =b x" şi pai =—aizi; p', p" #0, avem: 


a O EA d'z, deci pat" = cizi, cu p=p'p" 40, . 

Pt pă: 4 6: 

şi cip ai şi det (ci )==del (3%) det (a) +0. Factorul p este deci 
diferit de zero, iar matricea transformării: produs este produsul 
matricilor transformărilor date, are determinantul egal. cu produsul 
determinanţilor, diferiţi: de zero prin ipoteză, și deci este diferit 
de zero. Transiormarea produs este deci o transformare proiectivă. 
nra 2 Orice translormare de. matrice a= (a) are transformarea 
inversă A 


: 1 TIR x EE 
lr i Eiers 

ei ii a = (a) este inversa lui a şi e det (a$) #0 si p= 

Ă : i tza „i e feat d e 
a #0. | ` l E as 
p' 

<.. Grupul iasi mările îidizelive. L-am. imit grup proiec- 
tiv. O transformare proiectivă se cunoaşte. dacă se dau coeficienții 
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ei, sau mai exact, rapoartele lor, deoarece fiind omogenă se poate 
împărți cu unul dintre ei, presupus diferit de zero. Grupul pro- 
iectiv II, al spaţiului P, este așadar un grup cu (n+1)—1= 
=n(n4+2) parametri și se notează cu Gn(n+2) 


3. INVARIAȚII GRUPULUI PROIECTIV. Proprietăţile in- 
variante faţă de grupul proiectiv se numesc proprietăţi proiec- 
tive, iar geometria grupului proiectiv poartă numele de geometrie 
proiectivă; ea va face deci studiul proprietăţilor invariante prin 
raport cu grupul proiectiv. În particular, noţiunile de varietate 
liniară şi de puncte independente sînt noţiuni proiective. 

Observaţii. 1) grupul proiectiv nu posedă invariaţii pentru 
n<3 puncte. Să presupunem că admite invariantul F(M,, Ma 
Ms)=F(MO, MO, MO); rezultă că F(M,, Ma, Ms)=const; 

2) grupul proiectiv nu are invariant pentru patru puncte 
arbitrare (necolineare); 

3) grupul proiectiv are invariant pentru patru puncte coli- 
neare, acesta este raportul anarmonic al lor, și poartă numele de 
invariant fundamental; 

4) pentru n>5 puncte bitaw există invarianți, aceștia 
însă nu sînt independenţi, oricare din ei poate fi exprimat prin 
intermediul raportului anarmonic. 


4. GRUPUL AFIN. Să alegem în spaţiul proiectiv un hiper- 
plan arbitrar și să îl notăm cu Hæ, să îl numim „hiperplan de la 
œ“. Totalitatea proiectivităţilor automorfe în raport cu hiper- 
planul H+ formează un subgrup al grupului proiectiv. Acest 
subgrup poartă numele de grup afin, iar transformările sale se 
numesc transformări afine sau afinități. De fapt acest subgrup 
este izomorf cu grupul afin (12.4); pentru a arăta aceasta este 
suficient să arătăm în cazul în care Hæ este hiperplanul de ecua- 
ţie z"tl=0. Avem proprietăţile: 

1. Afinităţile transformă punctele proprii tot în puncte 
proprii (puncte care nu aparţin hiperplanului de la co). | 

2. Afinitățile sînt transformări biunivoce ale mulțimii de 
puncte proprii din spaţiul proiectiv, adică transformări biunivoce 
ale spaţiului proiectiv secţionat cu un hiperplan — hiperplanul 
de.la. œ. 

3. Spaţiul proiectiv fără hiperplanul de la co se numeşte 
spaţiu afin (este un exemplu de spaţiu afin). 


Geometria proiectivă este mai generală și deci mai săracă 
în proprietăţi decit geometria afină. : 
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5. REPREZENTAREA ANALITICĂ A TRANSFORMĂRI- 
LOR AFINE. Să considerăm (conform unei observaţii de mai sus) 
coordonatele proiective omogene în așa fel ca hiperplanul de la co 
să aibe ecuaţia z**1=0. Formulele (18.1) 

pat =aj zi, 
A 
determină o transformare proiectivă; aceasta este o afinitate dacă 
z2+1—0 implică 24**1 =0, oricare ar fi zi (i=1, . . . , n). Rezultă 
că 
p'zt =ajzi, (C=1,..., n; i=1,..., n+1) 


17 
praf ati = at zi, 


Observăm că punctele proprii auz”! 40 şi det (aw) = at det (ai) 0, 
deci ai?) #0. Spaţiul afin poate îi în întregime aritmetizat cu 


. % p-d J 
ajutorul coordonatelor neomogene ——- =x, de unde rezultă că: 
vt 


l ai aja”, cu det (ai) 0, (18.2) 
şi deci transformarea este biunivocă. | 
Grupul afin are n24+n=n(n+1) parametri şi deci este un 
Guta) 


6. INVARIAŢII GRUPULUI AFIN. Geometria grupului afin se 
numește geometrie afină. În geometria proiectivă orice două 
drepte dintr-un plan se întîlnesc, în geometria afină există drepte 
paralele. (În planul afin are loc postulatul lui Euclid al parale- 
lelor.) | | 
Observaţii. 1) Toţi invarianţii proiectivi sînt în acelaşi timp 
şi invarianţi afini. i | 
2) Există invarianţi afini care nu sînt proiectivi. 
3) Invariantul afin fundamental este raportul simplu al 
trei puncte situate în linie dreaptă: 
| sia 
(Mı, Ma M)= 
3 2 
4) Pentru trei puncte oarecare nu avem invariant afin. 
5) Există invarianți pentru n>4 puncte arbitrare, toți 
- aceştia se exprimă prin rapoarte simple. 


7. GRUPUL AFIN UNIMODULAR. Transformarea afină 
(17.2) z” = z'+a" se numeşte unimodulară dacă det (a;)= +1. 
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Propoziţie, Afinităţile unimodulare formează grup; în adevăr: 

1. Produsul a două afinități unimodulare este o afinitate 
unimodulară. 

2. Transformarea inversă a unei afinități unimodulare este 
o afinitate unimodulară. 

Grupul afin unimodular este un grup cu n?+n—1l parametri, 
deci un Grein-a. . 

Toate obiectele geometriei afine sînt şi obiecte ale geometriei 
unimodulare, ultima are însă și obiect: care nu aparţin primeia. 

Grupul afin unimodular plan are invariant a trei puncte ar- 
bitrare (aria triunghiului celor trei puncte), căci: 


rY Y I Xr r 1 1 1 1: 1 1 
zi za 25 ai az al | | £i T2 T3 X1 Za Xe 

g 2? 2 27. A 2 2 21_— 2 2 2 
22 22 22 |=] a a2'a2%|*| 22 a a=] e i at 
1 1 1 O 011111 1 1 1 


Ariile figurilor sînt obiecte ale geometriei afine unimodulare. 
Această proprietate poate fi extinsă la volumele n-dimensionale., 


8. GRUPUL CENTROFIN. Grupul afin care lasă un punct 
fix se numeşte grup centroafin. Luind onginea: că arest, punct 
fix, trebuie ca a” =0, deci D 


oaia, na 


acesta este un grup cu n? parametri, . deci Gna. 
Un grup care este şi centroafin și unimodular se numeşte 
grup ceniroafin unimodular;. el este Gn:ı cu n?—1 parametri. 


„9. GRUPUL ORTOGONAL. Transformarea afină (17.2) se 
numeşte oxloponată dacă matricea 


i 1’ I’ 
POR i ai ... ln a 
A=(a)=| : o 
i e e A Si 
a an 
satisface condiției 
, AA' =], i 
unde: e 0 z NE 
rY A A 
a a 1 0 
A' = . : i | şi , I= . 
rY Lă ă 
(n . an 0 1 
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Propoziţie. Mulțimea : transformărilor ortogonale formează 
grup. cat, = desi o ; 
1) Produsul 'a două transformări ortogonale este tot o trans- 
formare ortogonală. Fie Aı şi, A2 matrici a două transformări 
ortogonale şi fie A= : (AzA ,)(A24;} = (åzAı)(A ' A2) = Aa(A414.) 
A}=ALA2=4z42=I c.e.t. d. 

2) Transformarea inversă a unei: transformări ortogonale este 
tot o transformare ortogonală, Fie A matricea unei transformări 
ortogonals şi B=A"U-matricea transformării inversé; din- AA’ = 
=I rezultă AA” şi deci B=A', prin urmare 


BB'=A'(A'} =A'A=4A7A =I c.c.t.d. 


Prin urmare, transformările ortogonale formează grup, : “care 
poartă numele de grup ortogonal;; din AA'=—I rezultă că de! A = 
=+1, adică grupul ortogonal ; este; un subgrup al grupului afin 
unimodular. În plus, sînt: satisfăcute. ela ile: | 
Di ai ai = Su sau La; d = = Ta, 


PEN 


ne-o 1) EnS E = Matt 


Grupul ortogonal este deci un grup cu ——— para- 


metri. Grupul ortogonal are invariant a două A, 


kpi 


n 

i : P(Mi M2)= f: $, (2—2); gi 

i : i=l ; 3a ai 
acest invariant, numit distanța celor două puncte, este invariantul 
fundamental, toți ceilalți invarianți se pot exprima prin distanță. 

Geometria grupului, ortogonal este numită geometria. ele- 
mentarä sau euclidiană, iar distanța mai poartă numėle de. metrică 
(euclidiană), în timp ce geometriei. i se mai spune geomelrie metrică 
(eùclidiană). 

Cu cit un grup este mai larg cu' atit el are proprietăți mai. pu- 
ține şi invers, cu cît el este mai restrins cu atit n mai bogat în 
a isi 


"10. SUBGRUPUAI- ALE GRUPULUI: ORTO GONAL. Trans- 
formările grupului ortogonal sé mai numesc şi congrienţe. ` Apel 
pă Un E al grupului. ortogonal este grupul translaţiilor 

n, 


Pt f Cote e 


. (Ga) : TERANA (=i, E 
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b) Alt subgrup este grupul rotaţiilor: 


Gnin+1)) : 2” =a} zi, cu (ai) ortogonală. 


2 
~ Împreună translaţiile și rotaţiile formează un grup, grupul 
deplasărilor. 
c) Printre transformările ortogonale mai avem pe lîngă deplasări 
şi simetriile: acestea însă nu formează grup. 


11. ALTE GRUPURI. Grupul similitudinilor. Se numeşte simi- 
litudine o afinitate care conservă unghiurile. Avem: 


a) Similitudini directe Gan-1) made ecuații zi =—h(at aî)+ ai 
2 


det (a) =1. 

Într-o similitudine raportul a două segmente corespondente este 
constant; k este constanta similitudinii. 

b) Similitudini indirecte z” =h(a? 2î)+-ai, cu det (a¥)=—1. Acestea 
nu formează grup. Dacă |h|=1 avem congruențe directe şi indi- 
recte; cele directe se numesc translații şi rotații; cele indirecte se 
numesc simetrii, 


S 19. SPAŢII OMOGENE ȘI CU STRUCTURI DE 
COORDONARE 


Din studiul pe care l-am făcut pînă în prezent, s-a desprins fap- 
tul că diferitelor spații punctuále considerate de noi li s-a asociat 
un anumit grup de transformări. Această observație, după. cum 
vom vedea, stă la baza definirii unei largi clase de spații, respectiv 
a geometriilor lor. 


1. DEFINIȚIA SPAȚIILOR OMOGENE, DUPĂ F. KLEIN. 
Noțiunea de spațiu cu grup fundamental a fost introdusă în mate- 
matică de către Felix Klein, în anul 1872, cu ocazia lecției inaugu- 
rale ținută la Universitatea din Erlangen și cunoscută astăzi sub 
numele de Programul de la Erlangen. 

F. Klein definește spaţiile în felul următor. Fie dată o mul- 
ţime S de elemente arbitrare şi un grup G de transformări care 
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acţionează asupra elementelor lui S (corespondențe liniare ale 
lui S pe el însuşi sau permutări). Perechea (S, G) poartă numele de 
spaţiu Klein şi se notează cu K(S, G), elementele lui S se numesc 
puncte, iar fiecare: sistem. de puncte poartă numele de figură. Vom 
spune că figura A este echivalentă (congruentă sau egală) cu figura 
B, dacă există în grupul G o transformare care transformă figura 
A în figura- B. Această relaţie între figuri este o relaţie de echiva- 
lenţă; în adevăr: 

I. existenţa transformării unitate din grup ne asigură că ori- 
ce figură A este echivalentă cu ea însăși; 


II. existența transformării inverse a fiecărei transformări 
ne asigură că dacă figura A este echivalentă cu figura B, atunci 
şi figura B este echivalentă cu figura A; - 


III. din existenţa în G odată cu orice două transformări a, b şi 
a transformărilor ab™, rezultă că dacă două transformări sînt 
echivalente cu a treia, ele sînt echivalente între ele. În adevăr, 
fie A, B, C şi A B=B=a(A), B ~C=C=b(B)=(ba)(A). 

Din cele de mai sus se deduce deci că mulțimea tuturor fi- 
gurilor din spațiu se descompune în clase disjuncte de figuri echi- 
valente. l 


2. DEFINIȚIA GEOMETRIEI (dupăF. KLEIN). După F. ` Klein, 
proprietățile figurilor din spațiul S şi mărimile legate de aceste fi- 
guri care sînt invariante față de toate transformările din grupul 
dat G şi care sînt identice la toate figurile echivalente se numesc 
geometrice. 


Vom numi geometrie a grupului G, un sistem de teoreme referi- 
toare la proprietăţile figurilor și mărimilor care sînt invariante față 
de toate transformările din G. 

Printre cele mai simple spaţii omogene sînt saaien cu grup 
fundamental. liniar. 

După cum spațiul a fost definit prin perechea mulţime-grup, 
se defineşte un subspaţiu al său ca o pereche submulţime-sub- 
grup, prin urmare K'(S', G') este un subspaţiu al lui K(S, G) dacă 
S'CSşiG'CG. 

Prin urmare, un spațiu Klein K este o structură matematică 
definită de o pereche (S, G), unde S este o mulțime, iar G este un 
grup ale cărei elemente se numesc puncte şi mişcări, se notează 
prin A, B,..., ES, Ti, To... , EG şi satisfac următoarele patru 
axiome: 

A1) Există cel puţin un punct şi. cel puțin o mișcare. 
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A2) Fiecărui punct A şi fiecărei mişcări T le corespunde un 
punct unic A”. Se spune că mişcarea T duce Punctul A în Punctul! 
A' şi se notează A'=T(A) (7: S= 85S). 

© 43) Fie T; şi Ta două mişcări; să considerăm. mulțimea tutu- 
ror perechilor. ordonate. de puncte (A, A' )eSX S, unde A'= 
=Ta(T1(4)). Atunci există o mişcare unică care duce fiecare punct 
A în punctul A“ corespunzător, Notăm T=T>T,: A= A’: | 

A4) Dacă T este o mişcare ce duce un punct arbitrar A în 
A'; atunci există o mişcare care duce punctul 4 în puneti A. 
Din axiomele Aı— 4A, rezultă următoarea : 

Propoziţie. Mulțimea G a mişcărilor. unui . spaţiu Klein K 
se poate organiza ca grup. `. 

Demonstrația acestei propoziţii este imediată, 

„Definiţie. Un spaţiu Klein K se numește spaţiu omogen, 
dacă în plus este satisfăcută axioma: 
= A5) Fiecărei perechi ordonate de puncte (ă, A") îi corespunde 
cel puţin o mișcare, care duce pe A în 4, adică grupul G operează 
tranzitiv. 

„Observaţie. Dacă grupul G este liniar, atuici. spaţiul K(S, G) 
se numește spaţiu omogen cu grup liniar. În acest caz se încadrează 
toate spaţiile întilnite de noi. 

3. DEFINIȚIA. SPAȚIILORY GEOMETRICE CU AJUTORUL 
STRUCTURILOR DE. COORDONATE: Generalităţi. S-a observat 
că definiția spaţiilor geometrice, dată de către F. Klein, nu cu- 
prinde clase foarte importante de spaţii, cum sînt, spre exemplu, 
spaţiile lui Riemann sau spaţiile cu conexiune. Pentru înlătura- 
rea acestui neajuns s-a impus necesitatea definirii spaţiilor omo- 
gene în alt mod, definire care să permită ʻo generalizare a sa în 
așa fel încît să poată fi cuprinse şi alte clase de spaţii geometrice. 
„Rezolvarea acestei probleme a fost făcută de „către O. Veblen și 
J. Whitehead, în anul 1932, prin definirea spaţiilor geometrice cu 
ajutorul structurilor de coordonate. 

„ Fie So mulţime oarecare, numită mulţime subiacentă, sau 
spaţiu suport, ale cărei elemente le numim - puncte., O aplicaţie 


bijectivă 
x : (2) C R"—(M)C S, 


a unei mulţimi (2) din R” pe o mulţime {M} din S se numeşte 
sistem de coordonate (curbilinii) pe (M) (sau hartă locală). Scalarii 
zi, care formează punctul z din R”, se numesc coordonatele punc- 
tului M în harta x. O aplicaţie bijectivă 


f: {u}= {z}; 
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unde (y C- R”, se zice. că constituie o transformare de coordo- 
nate pe':S' (sau schimbare de hartă). Ea defineşte un nou sistem 
de GoopdonatE 
| XD 
pe care îl vom scrie 
xX=x f- 

4. DEFINIȚIA SPAȚIULUI OMOGEN CU AJUTORL UNEI 
STRUCTURI. DE COORDONATE. Un -spațiu omogen poate fi 
definit- cu ajutorul următoarelor patru noțiuni: 

1. O mulţime S de elemente, numită mulțime subiacentă 
sau spațiu punctual.. 

Elementele mulțimii S. poartă numele de puncte ale Spațiului 
S, iar natura lor nu este luată. în considerare. 

2. Spaţiul aritmetic (K) construit cu ajutorul unui corp 
numeric K. Acest spaţiu poate fi, de exemplu, K” sau K"*!/o= 
=P"(K) (vezi pag. 195) sau eventual diverse submulţimi ale 
acestora; 

3, O. familie A = fx} de sisteme de coordonate, numite. sis- 
ieme de coordonate: preferenţiabile. 

4. O mulţime P=(y) de transformări ale lui X,(K). 

Prin urmare, un “Spațiu geometric este un ansamblu 


E PE (5, alB), d, D, 


cela patru elemente care constituie acest ansamblu trebuind să 
satisfacă în plus următoarele condiţii, numite axiome: 

G,. Fiecare: sistem preferenţial de coordonate: este o co- 
i au biunivocă între Na(K) şi S: ; 


x: NalK) > S, 


adici a spațiului aritmetic pe spațiul geometric. 

- : Ga, Fiecare transformare yer este o coresponuenia biuni- 
vocă a mulțimii $1;(K) pe ea însăşi. 

Ga. Fiecare transformare de coordonate fi, care duce 
un sistem preferenţial. de coordonate în altul, este un element 
al lui T.. 

| G,. Fiecare sistem de coordonate, care se obţine dintr-un 
sistem preferenţial de coordonate, printr-o. transformare a lui T, 
este de așemenea un sistem „preferenţial de coordonate: 


pi ep 


Vye şi vyef=y' =%YEL. 
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Gs. Există cel puţin un sistem preferenţial de coordonate. 

Cu ajutorul acestor cinci axiome vom putea demonstra ur- 
mătoarea, 

Teoremă Mulțimea I constituie un grup nevid de transformări 
ale lui N,(K) pe el însuși. 


Demonstraţie. Fie yı, yel şi ye conform cu Ga, rezultă 
că X1=X Şi X2=—xXYa. Conform cu Gz avem că f=% X2€G, 


dar f=x7'x2=(y7 X xye) =Y ("avi af. Prin urmare 

T este un grup de transformări ale lui N,(K) conform cu Gz. 
Din G; se deduce că T Gone cel puţin elementul = tysi 
Nasa. 


Observaţie. Dacă în condiţia 4 din definiţia straturi de 
coordonate am fi cerut ca mulțimea I să fie un grup nevid de 
Ca ti ale lui N, atunci am fi putut renunţa la axiomele 

2 ŞI Gs 

Să demonstrăm acum următoarea teoremă fundamentală. 

Teoremă. Noţiunea de spațiu geometric definită, după Veblen și 
- Whitehead, cu ajutorul unei structuri de coordonate este echivalentă 
cu cea dată de către F. Klein cu ajutorul unui grup de transformări, 
care se mai bucură de proprietatea că admite o familie de hărţi 
(Ailas). 

a) Fie (S, N,(K), £, T) un spațiu geometric definit cu 
ajutorul unei structuri de coordonate. Pentru a arăta că el poate 
fi conceput ca un spațiu Klein (omogen) K(S, G), va fi necesar 
să definim un grup G de transformări ale lui S. Pentru determi- 
narea transformărilor g: $—S vom considera în A={x} un sis- 
tem de coordonate dat xo (dealtfel absolut arbitrar) și vom defini 
9=XoyX1, unde yel este un element arbitrar. Mulțimea G a 
elementelor g astfel definite constituie un grup de transiormări 
ale lui S. În adevăr, ele sînt, prin definiţie, aplicaţii bijective ale 
lui S pe S. Fie g1=—XoYi X5 Şi J2=XoYz%o i; avem 93 = 
=(xoYz X5 )(XoY1X5 1) =Xo(Y2Y1X0 1 =X0YXo > căci Y7 =y este 
un eai din I, rezultă că g7? gEG c.c.t.d. 

b) Pentru a arăta reciproc, că orice spațiu omogen cu grup 
fundamental, definit după F. Klein, este un spațiu cu structură 
de coordonate definit după Veblen şi Whitehead, va fi necesar 
să construim ansamblul (S, N,(K), æ, T) şi să arătăm că 
sînt verificate axiomele G; — G5. Mulțimea S este aceeaşi cu cea 
dată în definiția spațiului omogen, spațiul aritmetic există 
prin ipoteza că spațiul Klein admite o familie nevidă de hărți. 
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Determinarea sistemului de coordonate preferenţiale s. 
Un sistem de coordonate preierenţiale „7 se poate selecţiona din 
mulțimea coordonatelor admisibile în felul următor. Vom căuta 
o corespondenţă biunivocă arbitrară y : %,— S (un sistem arbi- 
trar de coordonate admisibile element al familiei date). Vom 
construi apoi mulţimea tuturor corespondenţelor liniare obţinute 
prin produsele lui x cu toate transformările geG: 


MR S sS s. 


Ansamblul {g |geG) constituie un sistem & de coordonate pre- 
ferențiabile. 

Grupul G va fi dat prin mulțimea elementelor de forma 
Xa "Xa unde Xi=9:X. 

Se verifică imediat axiomele G— Gs. 


Observaţie. 1. În geometria analitică se lucrează în ambele 
definiţii. 

2. În definirea spaţiilor punctuale: afin, centroafin, unimodu- 
lar şi metric, spaţiul aritmetic N,(KY este spaţiul R” sau even- 
tual C”. 

3. În definirea spațiului proieetiv. avem N,a(R)=R' "+p. 
Rezultă deci că spațiul proiectiv n-dimensional este- un spațiu 
geometric dotat cu o clasă de sisteme de coordonate preferențiale, 
omogene, pentru care sînt satisfăcute axiomele: 

P1. Într-un sistem preferențial de coordonate omogene, fie- 
care punct P este reprezentat pe cel puțin un punct al spațiului 
aritmetic R"! și fiecare punct al lui R”*!, diferit de origine, 
reprezintă un punct P și numai unul. i 

P2. Două puncte aritmetice reprezintă un punct geometric, 
dacă și numai dacă ele sînt coliniare cu originea spaţiului arit- 
metic Rntl, | 

P3. Fiecare sistem preferenţial de coordonate omogene poate - 
fi transformat în oricare altul printr-o transformare liniară și 
omogenă nesingulară. 

P4. Fiecare sistem de coordonate omogene obţinut dintr-un 
sistem preferenţial printr-o transformare liniară omogenă nesin- 
gulară este un sistem preferenţial. 

P5. Există cel puţin un sistem preferenţial de coordonate 


omogene. 
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Generalizarea definiţiei spaţiilor geometrice. ea: + alitorul 
structurilor de coordonate : 


Pentru a avea posibilitatea generalizării noţiunii de spaţiu, 
vom căuta acum să dăm o definiţie mai largă noţiunii de spaţiu, 
definiţie care să cuprindă spaţiile întilnite pînă acum, dar în care 
să mai intre şi alte spaţii, care prin definițiile de mai sus nu erau 
cuprinse. 

Plecînd de la definiţia lui Veblen şi Whitehead, vom înlocui 
grupul T cu un pseudogrup. ` 

Se numește pseudogrup de transtormări ale unei mulțimi 
A o mulţime T de transformări care satisfac următoarele axiome: 

Tı. fiecare feT este bijecţia unei mulţimi A (domeniul lui f) 
dintr-o familie de submulţimi a lui X: într-o altă mulțime B din 
AU, (codomeniul lui f). 

Ta. dacă feT, f: A—B şi dacă ACA, atune f4 eT. 

Ta. dacă A=UA;—B, flA.eT=fel. 


a Ta dacă TET, atunci fer. 

Te- dacă f: A—>B, fel ṣi f':C—D, fer şi dacă BACH Ø= 
=f'of:["BNO)=f'(BOC) aparţine lui T. 
Un atlas Z=((U, e) al PAPE S se numeşte compatibil 
cu poept T, dacă: -~ 
Us 
Li Ti 
A aplicațiile p; : A4— Uen sînt t bijecții; 
Ag. dacă UNU, atunci e” Fă pe: 
| PUNU J= pU U;), aparține lui T. 

Rezultă că, un spațiu definit în sensul lui Veblen și White- 
head verifică toate aceste condiții. 

Vom numi un atlas complet al lui S, compatibil cu F, un 
atlas al lui S compatibil cu T care nu este conținut în nici un atlas 
„al lui S compatibil cu I. Se poate arăta că fiecare atlas al lui S 

compatibil cu T este conținut într-un: singur atlas compiet al lui 
S compatibil cu T. 

Noțiunea de spațiu poate fi acum generalizată pun consi- 

nerarea, unui Ansamblu . 


(S, X, A, D) 


uiide IT este un pseudogrup de transformări ale lui X şi în plus, 
sînt verificate toate condițiile de mai sus. 
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CAPITOLUL IV 


„ VARIETĂȚI ALGEBRICE PĂTRATICE 
"(HIPERCUADRICE) ` ` 


§ 20. PROPRIETĂŢI PROIECTIVE ALE 
HIPERCUADRICELOR 


1. DEFINIȚIA HIPERCUADRICELOR. Reamintim că se 
numesc: noţiuni şi proprietăţi proiective,. acele noţiuni. şi proprie- 
tăţi. care rămîn invariante la grupul transformărilor proiective. 
Toate noţiunile și proprietăţile pe care le vom înilni în prezentul 
paragraf sint de această natură. 

Să considerăm un spaţiu vectorial T al CU nui dimensiuni, 
o formă biliniară simetrică Q : Tusa X Taya—R, conul vectorial 
determinat. prin această formă: S=(xeT,yl9(x)=0). o bază 
(€a) a lui Tau» spaţiul proiectiv Pa, determinat de Ta şi 
surjecţia canonică p: Tia Pn. i | 

Definiție. Vom numi hipercuadrică? T în spaţiu Pa ima- 
ginea p(€) a conului vectorial € prin aplicaţia p., 


= Considerind baza Rea), un vector X are inpe în 
această bază egale cu (22,...,:z*t1): Prin aplicația.p vectorului 
Xx din Tı i se asociază. punctul ¿x din P„:al cărui un sistem de 
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coordonate omogene îl constituie ansamblul de scalari (zl, 
. o pati Lă d 
. 3. 

Ținînd seama de condiţia pe care trebuie să o verifice compo- 
nentele lui x; pentru ca acesta să aparțină conului vectorial & 
deducem că, coordonatele omogene ale punctului z=p(x) trebuie 
să verifice aceeași relaţie: 


Q(x) =dapt* z? =0, Aup =la, (20.1) 


numită ecuația hipercuadricii T,- şi scrisă în coordonatele 
omogene. 

O schimbare de reper R=- R din Tayı dată prin ew =4alw € « 
şi exprimată prin schimbarea de componente ale unui vector 


ZO =dazY, (20.2) 


induce o transformare proiectivă (sau o schimbare de reper pro- 
iectiv) exprimată în coordonatele omogene tot prin (20.2). 

Proprietatea de invarianță a conului vectorial, prin raport 
cu o schimbare de bază în Ta} se transpune în P, prin proprie- 
tatea că o hipercuadrică T este invariantă la o schimbare de reper 
proiectiv (sau respectiv o transformare proiectivă). Rezultă deci 
că printr-o transformare proiectivă (20.1) găsim că 


Q(x) =a wps”? =0, (20.1') 
unde 


awp =a% afdop. (20.3) 


În particular, înmulțirea cu un factor a coordonatelor omo- 
gene induce o ecuație a cărei coeficienți se obțin din coeficienții 
ecuației date prin înmulțirea cu ptăratul acelui factor. Rezultă: 

Propoziție. O hipercuadrică este invariantă prin raport cu 
transformările proiective. 

Tensorul Q poate fi interpretat şi ca o aplicație: Q : Ta41— 
— Ta} prin urmare, acestuia i se asociază o matrice și anume 
matricea A =(đa«p). 

Definiție. O hipercuadrică I' se numeşte ireductibilă sau 
nedegenerată dacă det(A) 40. 

Vom spune că hipercuadrica T este degenerată dacă 
det(A) =0. 

Propoziție. Proprietatea unei hipercuadrice de a fi ireducti- 
bilă sau nu este un invariant proiectiv. 


224 


În adevăr, din relaţia (20.3) deducem că 
A'=(0 ap) =A2A, (20.3) 


unde A=(a4), iar de aici rezultă propoziţia. 
Vom numi natura hipercuadricei, proprietatea ei de a fi 
sau nu ireductibilă (nedegenerată sau proprie). 


INTERSECŢIA A DOUĂ HIPERCUADRICE. Să conside- 
răm două conuri vectoriale date prin ecuaţiile 


O (2) =aopr* 28 =0, Qa(x)=bapr“ x? =0. 


Prin aplicaţia p acestea sînt duse în două hipercuadrice ÎI, 
Şi Ie. Vom numi intersecţia acestor hipercuadrice punctele co- 
mune ale lor. Ele vor fi obţinute ca imagini prin p ale vectorilor 
lui Taşı» soluţii comune ale ecuaţiilor 21 =0 și Q,=0. 


2. FASCICUL DE HIPERCUADRICE. Cu ajutorul a două 
“hipercuadrice T; și T, de ecuaţii 0, =0 și Q=0, putem concepe 
o familie de hipercuadrice date prin ecuația 


(Pa) NOHA Q:=0, 


unde (AL, A2)eR2—(0). 

O astfel de familie poartă numeleșde fascicul. Au loc urmă- 
toarele 

Proprietăţi. a) Orice hipercuadrică a familiei ([,), obţinută 
prin precizarea perechii (A1, 42), conţine intersecţia hipercuadri- 
celor T; şi [2 numite hipercuadrice de bază. 

b) Orice hipercuadrică T, determină univoc (abstracţie 
făcînd de un factor) perechea (At, 12). 

c) Numerele àt, à? nu pot fi simultan nule. Rezultă deci că 
un fascicul de hipercuadrice este echivalent cu o dreaptă proiec- 
tivă, numerele 11, A? jucînd rol de coordonate proiective omogene. 

Pentru simplificarea unor calcule, vom lua, în locul coordo- 
epica proiective omogene o coordonată proiectivă neomogenă 

=}? ER cu care ecuația fasciculului se scrie sub forma: 


0, +AQ2=0, AER. 


Au loc următoarele teoreme: 

Teorema I. Prin orice punct EDAN trece o hipercuadrică 
din fascicul şi una singură. ` 
, În adevăr, din condiția Oa (z1) +AQa(20)= =0 deducem 1= 
= — Qy (T0)/ Q(z) c.e.t.d. 
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Teorema II. Orice două hipercuadrice din fascicul pot îi luate 
drept hipercuadrice de bază. În adevăr, fie II: 0,+7'0a2=0 
r?: Q1 +A” Qz=0, formăm fasciculul Q1+7'0924+ (Sai A a) =0 


sau Q+ Ta QE Oa +yvQ=0. 


Deci orice hipercuadrică a celui de al doilea fascicul aparține 
primului, şi evident și reciproc. 

Cu referire la natura hipercuadricelor unui fascicul, poate fi 
pusă următoarea 

Problemă. Să se determine hipercuadricele degenerate din- 
tr-un fascicul. Avem 


|Qag-t+ibegl =0. 


„Rezultă că există n4+1 valori pentru A, deci în general într-un 
fascicul de hipercuadrice există n+1l hipercuadrice degenerate. 


3. INTERSECŢIA UNEI HIPERCUADRICE CU 0 DREAPTĂ. 
Să considerăm o hipercuadrică T, dată în coordonate omogene prin 
ecuaţia (20.1) şi două puncte P.(z&) şi Pa(z&). Punctele P, şi P2 
determină o dreaptă (Pı, Pa). Un punct P de pe dreapta (Pi, P2) 
are un sistem de coordonate omogene date prin relaţiile 


zi =hz0-ză, (20.4) 


undeăheR poartă numele de coordonată proiectivă neomogenă 
pe dreapta (Pı, Po). 

Un punct al acestei drepte este situat pe hipercuadrica T, 
dacă coordonatele sale omogene verifică ecuaţia hipercuadricei, 
deci 


aap(hză+-z8)(hz0 +28 )=0, 
„ecuaţia. care, prin dezvoltarea calculelor, se scrie: 
ha sp zi 28 + 2ha pg ză 28-a ap ră ză =. (20.5) 
Vom scrie prescurtat. această ecuaţie sub forma: 
KO(P,)+2hO(P Pa) + Q(P:)=0, (20.5') 
unde am notat prin: 
Q(P)=a pTi 1$, 
O(P) =a pTi 28, | | 
Q(P |P) =a pTi zi = Qna =T Qr. (20.5) 
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Forma (20.5') a ecuaţiei (20.5) poartă numele de forma dedublată 
sau polară a lui (20.1). 
În ultima din formulele (20.5) am folosit notaţiile 


Guan, (20.6) 


Consecințe. Întrucît ecuaţia (20.5) este de gradul doi în h, 
ea admite pentru kh două valori, h şi ho. 

Aceste valori introduse pe rînd în (20.4) conduc la coordo- 
natele omogene a două puncte: 

Q(x" =hxš +x) şi Qa(r“=hazt4-z2), puncte în care dreapta 
(Pı, P2) intersectează hipercuadrica T. 

Dacă ecuația (20.5') este identic nulă (adică dacă simultan 
9(P.)=Q(P2)=0Q0(P.1P2)=0), atunci vom spune că dreapta 
(Pı, P2) este situată în întregime pe hipercuadrica T. SE 

După natura lor, rădăcinile ecuaţiei (20.5) pot fi: 

— reale şi distincte, caz în. care vom Spune că (Pi, P2) este 
secantă cu hipercuadrica; 

— reale şi confundate, cînd vom spune că (Pı, P2) este tan- 
gentă hipercuadricei; 

— imaginar conjugate (punctele Q; aparțin complexificării); 
vom spune în acest caz că (Pi P2) este nesecantă (an exterioară) 
hipercuadricei; 

— nedeterminate. În acest caz vom spune că (Pi, Pa) este o 
generatoare a hipercuadricei, 


4. TANGENTE LA O HIPERCUADRICĂ. Să luăm un punct 
Pı şi drept punct P, un punct P(x) neprecizat şi să cerem ca 
dreapta (Pis P) să fie tangentă hipercuadricei T, adică ecuația 
(20. 5) în h să admită rădăcină dublă. Aceasta are loc atunci și 
numai atunci cînd 


Q2(2,l0)—Q(2)0(2)=0. „(20.7) 


Condiţia (20.7) reprezintă ecuaţia comună a tuturor tangen- 
telor la T, care trec printr-un punct Pi. 

Evident că această ecuaţie este tot de gradul doi. și deci 
reprezintă o hipercuadrică. 

„Se poate arăta că această fipercuidniei este degenerată 
(A=0). Ea poartă numele de hipercon punctual de ordinul doi, 
cu vîrful în punctul P. 


5. HIPERPLAN TANGENT LA o HIPERCUADRICĂ. Să 
presupunem acum în particular că punctul Pı, din care ducem 
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tangentele la T, este situat pe T, adică Q(Pı)=0; din ecuaţia 
(20.7) deducem atunci că: 


O(P.|P)=0. (20.8) 


Aceasta este ecuaţia tuturor tangentelor într-un punct 
P.eT, ea este liniară și deci reprezintă un hiperplan (luat de două 
ori întrucît '02(P,]P)=0), numit hiperplanul tangent la hiper- 
cuadrică în punctul P.. | 

„Observaţie. Exprimînd în (20.5') proprietatea că PeT, 
găsim că 2h0(P,]|P)+0Q(P)=0. Aceasta ne spune că ecuaţia 


fie infinită (punctul P, să fie punct de tangenţă) este necesar şi 
suficient ca și Q(P,]P)=0. | 

Să demonstrăm acum următoarea 

Teoremă. O hipercuadrică al cărei determinant este diferit 
de zero are un hiperplan tangent bine determinat în fiecare punct. 

În adevăr, hiperplanul tangent la hipercuadrica T în punctul 
P, al său are ecuaţia: 


Q(x lx) =x" Qra =0, 
şi este bine determinat, afară de cazul cînd relațiile 
Qura =a p LÈ =0, («=1,..., n+1), 


au loc simultan. 
Existenţa unor numere zi, nu toate nule, și care să satisfacă 
acestui sistem, nu este posibilă decit în cazul cînd: 


A=aapl =0, 
Şi reciproc, c.c.t.d. 


6. HIPERCUADRICE DEGENERATE, OBSERVAŢII 

1) Am numit o hipercuadrică T „degenerată“ dacă determi- 
nantul ei este nul, 

2) Dacă A este de rang n, ecuaţiile Qa’ =0 sînt satisfăcute 
de coordenatele unui singur punct P'. Dreptele care trec prin P' 
și printr-un alt punct P“eT sînt situate în întregime pe hiper- 
cuadrică deoarece ecuaţia | 


 R2O(7)-+2RO(a[a)+ A(z)=0, 
este identic satisfăcută, | 
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O astfel de hipercuadrică poartă numele de hipercon punc tua 
de ordinul doi, | 

3) Dacă rang A=n —1, rezultă că există o dreaptă d de puncte 
care satisfac sistemul Oa =0. Luînd alt punct P”eT (nesituat 
pe această dreaptă), orice dreaptă (P', P”), cu P' aparţinîna 
dreptei respective, se găsește în întregime pe hipercuadrică, T 
conţine planul (P”, d). 

În cazul n=3, T este compusă din două plane care trec prin 
dreapta d. 

4) În cazul rang A=n—2, rezultă analog că există un plan 
de puncte care satisfac sistemul Q,a’=0. Orice altă dreaptă care 
trece printr-un punct P' din acest plan şi printr-un alt punct 
P” este conținută în întregime în hipercuadrică. În cazul n=3, 
hipercuadrica I este compusă din acest plan luat de două ori: 


7. POLARITATEA ÎN RAPORT CU O HIPERCUADRICĂ. 
Fie hipercuadrica T, de ecuaţie Q(2)=0, şi P.(2:) un punct fix 
în PA. Să luăm un punct P(x“) arbitrar și pe dreapta (P,, P) un 
punct M(x" =hzt+z%). Punctul M(x") este pe T dacă: 


h20(2)-+2hQ(zx|z)+ O(2)=0. 


Să cerem ca punctul P să fie armonic conjugat cu punctul P,, 
față de A şi B, intersecțiile dreptei (P,,P) cu T. 

Avem deci (P,, P; A, B)=-—1. Această condiţie, scrisă pentru 
coordonata proiectivă neomogenă h, devine: 


(c0,(0; huh) = = —1 sau h +h =0. 
n 


: Pentru ca această relaţie să aibă loc este necesar și suficient 
ca 9(2]z,)=0, condiţie pe care trebuie să o satisfacă punctul P. 
Rezultă deci că locul geometric al punctelor P conjugate 
armonic cu punctul P, în raport cu punctele A, B determinate pe 
T de o secantă arbitrară.care trece prin P, este un hiperplan. 
Acest hiperplan se numește „hiperplanul polar“. (sau conjugat) 
al punctului P, .în raport cu. nipereuadrica r. Rezultă imediat 
următoarea 

Propoziţie. Condiţia necesară şi suficientă ca Pe este ca 
hiperplanul său conjugat să fie. tangent hipercuadricei. 

Aplieaţie. Dacă punctul, P, aparţine lui T, rezultă că hiper- 
planul conjugat este identic cu hiperplanul tangent hipercuadricei 
T în punctul Pi. Vom numi: un astfel de punct care aparţine 
hiperplanului său conjugat, punct autoconjugat. 
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Prin relaţia de conjugare, definită mai sus, fiecărui punct 
i se asociază un hiperplan, hiperplanul său conjugat; această 
corespondenţă, realizată prin formulele 


P—x; zi —p Eu ==Capzi, 


poartă numele de dualitate, prin raport cu T. 

Reciproc, dacă det A #0, rezultă că oricărui hiperplan ~ i se 
poate asocia un punct P, astfel ca z să fie conjugatul punctului 
Pı. Punctul P, astfel determinat se numeşte polul hiperpla- 
nului 7, 

În adevăr, să presupunem că există un.punct P, astfel ca 
hiperplanul conjugat lui P, să fie hiperplanul dat m. Fie x de 


ecuaţie: Eur“ =0 și P.EP(z5), rezultă Oaza x“ =p Eaz“, de unde 
se obține 


a 


= =p, (P #0), 


a 


rezultă deci că 
1 
Pe Eu =aaprt. 


Se ştie că acest sistem de n+1 ecuații cu n+1 necunoscute zi 
admite o soluție unică dacă şi numai. dacă det A #0, adică dacă 
hipercuadrica este ireductibilă. În aoest caz 


Tı 1 =pa“b Ep, 


unde a°"? sînt cofactorii lui aep din A. 

Prin urmare, în raport cu o hipercuadrică nedegenerată fie- 
care hiperplan are un unic pol. 

Observaţii. 1) Polul unui hiperplan aparţine: acestuia dacă 
el este pe hipercuadrică și invers; 

2) Un hiperplan își conţine polul dacă el este hiperplan 
tangent la hipercuadrică; 

3) Două hiperplane se numesc „conjugate“ dacă polul unuia 
este situat pe celălalt şi. reciproc. 

Relaţia de conjugare între două hiperplane este următoarea. 
Fie hiperplanul zu, de ecuaţie Euze =0. Prin dualitate rezultă 


că polul său este dat prin coordonatele paz: ia? EB» acesta este 
situat pe hiperplanul mə, de ecuație 


Ezz" =0, dacă ab E3 E20. y (20.9) 
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Din simetria acestei formule deducem că relaţia de conjugare 
este reciprocă. 

Problemă. Drepte conjugale în rapori cu o cuadrică. Fie o 
cuadrică QC Ps, dreapta (d) şi un punct Pe(d), P(x =hazi +a), 
acestui punct îi asociem planul său conjugat m, de ecuaţie če x“ =0, 
unde 


lo Ea = aapa? =ha gxi aapt =0. 


Observăm că diferitelor puncte P ale dreptei (d) le corespund 
diferite plane, planele unui fascicul, a cărui axă o notăm cu (d). 
Dreptele (d) şi (d') se numesc „conjugate“ în raport cu cuadrica Q. 

Dacă d(dy==Pu, rezultă că P, este autoconjugat și deci 
aparţine lui Q. În acest caz d şi d’ sînt tangente la: Q. În adevăr, 
dacă P; este autoconjugată, planul polar %ı(pı) trece şi prin d 
şi prin d”, deci d şi d' sînt tangente la Q. Există deci două drepte 
autoconjugate numite generatoarele cuadricei. De aici rezultă 
următoarea 

Propoziţie. Prin fiecare punct al unei cuadrice nedegenerate 
trec două generatoare reale sau imaginare. 


8. ECUAȚIA TANGENŢIALĂ A HIPERCUADRICEI. Un 
hiperplan este numit autoconjugat dacă el trece prin polul său, 
adică dacă este tangent la hipercuadrică. Ecuația (20.9) devine 
în acest caz “ 


D(Ea)=a® Eu Es;=0, (20.10) 


şi reprezintă toate hiperplanele tangente la hipercuadrică. Ea 
poartă numele de ecuaţia tangenţială a hipercuadricei. 


9. FORME CANONICE PROIECIIVE ALE ECUAȚIILOR 
HIPERCUADRICELOR. Ecuația unei hipercuadrice fiind o ecuaţie 
pătratică, aceasta poate fi redusă la forma canonică ($8, 8.6) 
numită formă canonică proiectivă. Avind în vedere numărul 
pătratelor care intră în forma canonică, ca și signatura acestora, 
sintem; în măsură să facem o clasici care proiectivă a hipercuadri- 
celor. . . 

În cazul n=2, găsim pentru conice următoarele forme cano- 
nice : proiective:. 


1) X?+ Y24+Z2= conică proprie imaginară; 


2) X2+ ră „. conică proprie reală; 
3) X*+ Y2=0, „conică degeneraţă imaginară; 
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Y?=0, conică degenerată reală; 
0 conică degenerată în două drepte 
confundate. 


În cazul n=3, al cuadricelor, putem face următoarea clasi- 
ficare: 


1) X2+ Y2+Z2+ T2=0, cuadrică nedegenerată imaginară; 
2) X2+ Y2+Z2—T2=0, cuadrică nedegenerată reală neri- 


glată; 
3) X2+ Su rai dau cuadrică nedegenerată reală riglată; 
4) X2+ V24+2Z2= con pătratic imaginar; 
5) al ya Zao. con pătratic real; 
6) X2+ Y? =0, două plane imaginare; 
7) X2— Y2=0, două plane reale distincte; 
8) X?=0, două plane reale confundate. 


Observaţie. Din punct de vedere proiectiv, cuadricele nede- 
generate sînt împărţite în trei clase: imaginare, neriglate şi riglate. 


PROBLEME ŞI EXERCIŢII 


I. Intersecţia a două conice. Fie conicele date prin ecuaţiile: 
(2) = a1122-+ 2a22y-t Qa224+- 201322 -+ 20232 033220, 
Q(x) = bur?-H2bity+ bay?” -+2bigrz+2bzyz-+ basz2=0. 


Înmulţind prima ecuaţie cu baz, a doua cu — a2p şi adunind, găsim 
y=y(z, z). Valoarea lui y astfel oprerminata; mtrodusa în una 
din ecuații, ne dă 


F(x, 2)= Ant +A? z+... =0. 


Precizindu-l pe z ca factor de prodor kousl faie al coordona: 
telor omogene (z,y, z), găsim că două conice au în general patru 
puncte cumune. Aceste puncte pot fi: toate patru reale; toate 
patru imaginare; două reale și două imaginare. ` 

i Observaţie. Dacă A, =0, se schimbă denumirea toordonas 
telor. l 


II. Hipercuadrica tuturor tangentelor duse dintr-un punct 
P, la o hipercuadrică T -este degenerată. 
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II. Intersecţia unei cuadrice cu un plan este o conică. 


R: Se fixează sistemul de coordonate astiel ca ecuaţia pla- 
nului dat să fie 23=0. 


IV. Să se studieze intersecția unei cuadrice cu planul tan- 
gent. 


§ 21. PROPRIETĂŢI AFINE ALE HIPERCUADRICELOR 


“Ţinînd seama de o proprietate caracteristică a spaţiului afin, 
ca putind fi obţinut dintr-un spaţiu proiectiv prin neconsiderarea 
unui anumit hiperplan al acestuia, numit hiperplan de la infinit, 
am dedus, în $18 pct. 3, grupul afin, grup care caracterizează 
la rîndul său geometria afină. După cum am văzut, se numesc 
noţiuni şi proprietăţi afine, acele noţiuni şi proprietăţi care rămîn 
invariante faţă de transformările grupului afin. Din punct de 
vedere geometric, aceste proprietăţi se exprimă prin faptul că 
ele sînt legate, într-un fel sau altul de hiperplanul de la infinit. 
De exemplu, noţiunea de paralelism a două drepte este o noţiune 
afină; două drepte sînt paralele dacă ele se întilnesc într-un punct 
situat pe hiperplanul de la infinit. 


În adevăr, luînd în așa fel sistemul de coordonate încît hiper- 
planul de la infinit să fie de ecuaţie z**1==0, un punct al acestuia 
va avea un sistem de coordonate omogene (ul, v’, ..., v”, 0). 
Acest punct corespunde în spaţiul afin A, direcţiei dată prin 
vectorul v (ul, ..., v”). Evident şi reciproc. 

În spaţiul afin A, ecuaţia unei hipercuadrice 'va primi o 
formă mai simplificată prin folosirea coordonatelor neomogene. 

Coordonatele neomogene se obţin din coordonatele omogene 


prin normarea acestora luînd zrtl=1. Ecuația afină a hipercua- 
dricei este: 


axa +2a,, sit Fu, HO, (21.1) 

sau scrisă mai simplu | | | 
aia vagi vaz0, OO 11) 
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1. TANGENTELE UNEI HIPERCUADRICE PARALELE CU 
O DIRECȚIE DATĂ. Totalitatea tangentelor hipercuadricei I, 
paralele cu o direcţie, dată printr-un vector v, admit ca ecuaţie 
comună, ecuaţia (20.7), în care ţinem seama că punctul zı are 
coordonate omogene (vi, ...,v”, 0). Un punct arbitrar z va fi 
presupus cu coordonatele omogene (zl, z?,..., x”, 1) sau, ceea 
ce este echivalent, cu coordonatele neomogene (xl, ..., 2°). 

Totalitatea tangentelor la IT, paralele cu o direcţie dată, 
constituie la rîndul său o hipercuadrică (degenerată). Această 
hipercuadrică poartă numele de hipercilindru punctual de ordinul 
doi, iar dreptele din care acesta este format se numesc generatoa- 
rele sale. Vom înţelege de acum înainte (în A,) prin hipercon 
punctual de ordinul doi, numai un hipercon al cărui virf P, nu 
este situat în hiperplanul de la infinit. 


2. CENTRUL UNEI HIPERCUADRICE. Prin definiţie, vom 
numi centrul unei hipercuadrice polul hiperplanului de la infinit. 

Determinarea centrului se face pleciînd de la definiţia acestuia. 
Vom lua n puncte în hiperplanul de la infinit, liniar independente, 
de exemplu, punctele: 


P„(5%) 2 P(3,0), (i=1, 2, ... , n), (21.2) 


şi vom scrie ecuațiile celor n hiperplane conjugate lor. Aceste 
ecuații sînt 
Bi Qr E Qai =0. | (21.3) 


Intersecţia acestora este un punct, numit mai sus centrul hiper- 
cuadricei I' şi ale cărui coordonate neomogene constituie soluția 
sistemului (21.3), sistem care scris dezvoltat este: 


ayt +a; n+1 =0, (i=1 >. .3 n). i (21.4) 


Acest sistem impune următoarea discuţie: hipercuadrica T are 
centrul „unic la distanţă finită“ în cazul cînd det (a,;) = An n41 £0. 
Vom spune că în cazul An41s nș1==0, I este fără centru unic la 
distanţă finită. 

Dacă sistemul (21.4) este incompatibil, atunci sistemul omo- 
gen iu zi =0 admite o soluţie cu x*t1=—0, caz în care vom spune 
că T are centrul „aruncat la infinit“. 

Dacă sistemul (21.4) este compatibil nedeterminat, I are o- 
infinitate de centre, obţinute ca soluţiile lui (21.4). 

În acest caz putem avea o dreaptă de centre un plan etc., după 
gradul de multiplicitate al soluţiei lui (21.4). 
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Prin definiţia sa, centrul unei hipercuadrice este o noţiune 
afină. Proprietatea unei hipercuadrice de a avea sau nu centru 
(unic la distanţă finită) este o proprietate afină. Aceasta se mai 
poate deduce și din faptul că anularea sau neanularea lui A, ni 
este invariantă la transformările grupului afin. În adevăr, cu z” = 


axta”, (21.17) devine apr! +2apat' +a = 
as (ai zt-rat)(ai 29 +07) 2as (ai zt4-a%)-+ a'=0, 
(arpa ai yatti +2(ap pai ai +a ai )zi + appatat' + 2apa” -+-a'=0, deci 
| Anzi, nea =del(aepai aj Y= Any, nyaldet(ai)]?, (21.5) 
ceea ce demonstrează proprietatea. 


3. GENUL UNEI HIPERCUADRICE. Din formula (21.5) 
deducem mai mult, şi anume, că și semnul determinantului 
Anzi, n41 este un invariant afin. Cu aceasta sintem în măsură să 
facem următoarea clasificare afină a hipercuadricelor, împărţin- 
du-le în clase, numite genuri, după cum urmează: 

a) Dacă An41;n41> 0 vom zice că T este de „gen eliptic“. 

b) Dacă Aaa, aşi <0, T se numeşte de „gen hiperbolic“.. 

c) Vom numi hipercuadricele I pentru care Asa, ny1 =0 (adică 
a celor fără centru unic la distanţă finită) hipercuadrice de „gen 
parabolic“. 

Genul unei hipercuadrice este deci un invariant afin. 


4. DIAMETRII, PROPRIETĂŢI DIAMETRALE 

Definiție. Se numeşte diametru al unei hipercuadrice orice 
dreaptă care trece prin centrul său. 

Fie dată în spaţiu A, o direcţie, de exemplu, prin vectorul 
Țv(Ľ, [2,..., l”), acesteia îi vom asocia, ca mai sus, punctul A(k, 
A AR 0), punct situat în hiperplanul de la infinit, precum și 
pe pe, din dreptele paralele cu direcţia d. 

Definiție. Se numește hiperplan diametral conjugat cu di- 
recţia d(l, ..., l”) hiperplanul polar al punctului A(Ľ, .. . , 1%, 0).. 
Ecuația acestuia este deci 

LO =0. - (21.6 


Conseecinţă. Din ecuația (21.6) rezultă că hiperplanul diame- 
tral conjugat al oricărei direcţii d, față de o hipercuadrică cu 
centrul T, trece TERPANA prin centrul său. Are loc ce asemenea. 
următoarea 
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Proprietate caracteristică. Planul diametral conjugat unei 
direcţii d este locul geometric al mijloacelor coardelor ` hiper- 
cuadricei l paralele cu direcţia d, | 

În adevăr, această proprietate rezultă imediat din cefiniţia 
hiperplanului conjugat şi al mijlocului unui segment (vezi probl. 2). 

Diametri eonjugaţi. Doi diametri ai unei hipercuadrice se 
numesc conjugaţi dacă unul din ei este conţinut în hiperplanui 
diametral conjug .t al celuilalt. i 


f 27 
Cazul conicelor. Notînd cu m= = şi m' =Š direcţiile a doi 


diametri conjugaţi, avem între ei următoarea legătură: 
Oa + ma =0, 
sau E 
| du 14a a13+ M(azuz! + 222-4+- a93) =C, 
de und: TeS 
(ant ma)a! +(a:.2-+mas2)t2-+ a13+ mazs =0, 
notind cu ici 
| 2 < antam , 
I l aci - Qratasm 
rezultă că E 
amm + as2(m+-m')+-an =0. 

Această relație exprimă condiția de conjugare, a două direcții dia- 
metral conjugate. Diamettii cu aceste dipecli sînt numiţi diametri 
conjugați. | pă 

5 DIRECŢII ȘI DREPTE. ASIMETOTICE 
‘Definiție. O direcție d(Ë, , lI”) se numeşte „asimptotică 
sau „autoconjugată“ dacă ea ešte “paralelă cu hiperplanul său con- 


jugat, adică dacă punctul A(t, 0) aparţine hiperplanului său, con- 
jugat. Prin urmare, condiţia de autoconjugare” se scrie: 


(al) =a; 0. 0 (01.7) 


Direcţiile asimptotice sînt soluţiile ecuaţiei (21.7) obţinute 
prin anularea gi upului termenilor de gradul doi din ecuaţia hiper- 
cuadricei I scrisă sub forma afină (21.1'). 

Definiție. O dreaptă d catre trece prin centru și are ca direcţie 
o direcţie asimptotică se numeşte „asimptotă“. 


236 


x“ 


Totalitatea dreptelor asimptotice formează un hipercon punc- 
tual (propriu) cu vîrful în centrul hipercuadricei şi numit hiper- 
conul asimptotic al acesteia. 

Proprietăţi caracteristice ale direcțiilor şi dreptelor asimpto- 
tice. . 
1) Proprietatea unei drepte de a avea direcție asimptotică 
poate fi exprimată spunînd că dreapta respectivă întilneşte hiper- 
cuadrica într-un punct la infinit. 

2) Această dreaptă devine o dreaptă asimptotică dacă ea 
întilneşte hipercuadrica în două puncte la infinit, adică este tan- 
gentă hipercuadricei într-un punct la infinit. 

3) Dreptele asimptotice sînt tangentele la hipercuadrică duse 
din centru. A 

Cazul conicelor. O direcție asimptotică este dată de condiţia 

m'=m, deci | l 
aut 2agm+ azm =0. (21.7) 


Avem deci, în general, două direcții asimptotice. O dreaptă este 
asimptotică dacă ea este „conjugată punctului (1, m, 0) deci ` 


Qa + Ma =0,: 


unde m este soluţie a ecuaţiei: (21. 7 ) deci 


aa 02.— 20,07 Oa -+ au 9a=0. di 


Această ecuaţie poartă numele de ecuaţia comună a asim- 
ptoticelor. 


6. ECUAȚIA CANONICĂ AFINĂ A HIPERCUADRICELOR 
NEDE GENERATE CU CENTRU. Să presupunem hiperciiadrica 
dată T cu centru (Anzi a410). Din rezolvarea sistemuliii „el. 3) 
deducem că, coordonatele centrului sînt: 

( Åi, atı An, ngi )- 


Anti, LES) i ” Angl, ngl 
Vom căuta acum ca printr-o schimbare. de reper să trecem de 
la reperul inițial % la unul R’, care să îndeplinească următoarele 
proprietăți: 
a) Originea reperului să coincidă cu centrul hipercuadricei. 
“Cerînd deci ca coordonatele originii să' verifice ecuaţiile centrului, 
rezultă că trebuie să fie îndeplinite condiţiile a;==0. Singură această 
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condiție atrage deci după sine ca ecuaţia hipercuadricei să fie 


de forma: 
azi! +a =0. 


b) Axele reperului să coincidă, două cîte două, cu doi dia- 
metri conjugaţi, condiţia ca axele Oxf şi Oz! să fie conjugate im- 
pune ca a(i #j) să fie egali cu zero. 

Rezultă că faţă de un astfel de reper ecuaţia hipercuadricei F 
primește forma simplificată: 


n 

Q(x)= Y au(x) +a=0, (20.1) 
4 

numită formă canonică afină, întrucît ea a fost obţinută din ecuaţia 

generală (20.1) printr-o schimbare de repere afine sau o transfor- 

mare afină. 

Cele două ecuaţii (21.1”) și (20.1'), privite într-un anumit 
reper, reprezintă două hipercuadrice, care se bucură de proprie- 
tatea că au toţi invarianţii afini respectiv egali. Vom spune că din 
punct de vedere afin ele sînt egale. | 

Ecuația canonică afină a hipercuadricelor fără centru. 
Presupuniînd că hipercuadrica nedegenerată I este fără centru, 
vom alege un punct pe ea, și hiperplanul tangent în acest punct 
că hiperplan (0, z?,..., x”). Ca axă Oz! vom lua diametrul care 
trece prin punctul de tangenţă. Vom mai cere acum ca axele re- 
perului situate în planul tangent să fie două cîte două conjugate. 
Ajungem la ecuaţia 


3, aulx)? + azi =0. 
i=2 
Aceasta este forma canonică afină a hipercuadricelor nedegene- 


rate fără centru. 
Pentru o clasificare afină completă, cititorul poate con- 


sulta [4]. 


PROBLEME ȘI EXERCIŢII 


1. Tangentele unei conice IT, paralele cu o direcţie dată. Fie 
zi=h, 22=mh+n, xs=l, ecuaţiile dreptei definită de punctele 
P.(1, m, 0), _Pa(0, n, 1); dreapta (Pı, P2) este tangentă la I' dacă o 
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întilneşte pe aceasta în două puncte confundate, adică daca ecua- 
ţia în h: ; 


h20(2)+ 2hO(za[x2)+ O(22) =0, 
are soluţie dublă. Această condiţie se verifică atunci cînd 
QP(x1 | 22) —CA( za )0A(z2) =0. 
Relaţia de mai sus determină pe n în funcţie de m. Cu m dat și 
n astiel ici eniuat se determină tangentele căutate. 
a) În cazul conicelor. nedegenerate cu centru, de ecuaţie 

22]a?2+-y?]e52—1=0, se ajunge la ecuaţia y=mz+V a2m2+eb:. 

b) Pentru conicele nedegenerate fără: centru, de ecuaţie 
y?—2pz=—0 găsim tangenta y=mz+ pam. 

2) Să se arate că locul geometric al mijloacelor coardelor para- 


lele cu o direcţie dată bi un hiperplan, hiperplanul conjugat di- 
recţiei respective. 


În adevăr, fie hipercuadrica T de ecuaţie (21.1) şi dreapta 
d dată prin punctele X(x‘) şi X2(9%). 


Un punct arbitrar al acestei drepte este dat prin X=Xi = 
=% t+Hho*), el este pe hipercuadrică dacă verifică ecuaţia: 
Q(x) = kOl) + 2hO(zl0)+ Qr) =0, ecuație care admite două 
soluții, pentru h=hħ, X=Y; şi pentru h=ha, X= Ya; deci Y,(2+ 
+w) şi Ya(z-+hao), 
"Să cerem acum ca'X să fie la Sai lui Y, şi Ya,- deci X= 


MRE. „prin urmare Xp Aha. 
Aceasta se întîmplă dacă şi numai dacă hi ha=0, prin ur- 
mare Q(xjv)=0, adică 
vO, =0. 
Aceasta este tocmai ecuația hiperplanului conjugat, c.c.t.d. 


$ 22. NOȚIUNI ȘI PROPRIETĂȚI METRICE GENERALE 
ALE HIPERCUADRICELOR | 


Se numesc noţiuni şi proprietăţi metrice ale hipercuadricelor 
acele noţiuni şi proprietăţi care rămîn invariante faţă de grupul 
transformărilor metrice. 

1. HIPERPLANE PRINCIPALE. Vom numi hiperplan prin- 
cipal un hiperplan diametral conjugat, perpendicular pe diametrul 
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său conjugat. Din definiţie deducem că o direcţie v([1,..., 12) 
are ca hiperplan diametral conjugat un hiperplan principal dacă 


cu SU =p, (i, j=1, , n). (22.1) 


Acest sistem de stai se scrie sub forma: 
(a; — dup)! =0, (22.2) 


şi reprezintă un sistem liniar şi omogen care trebuie să admită 
soluţii în lt nu toate nule. Rezultă deci că det(u,;—p 8,,)=0, care 
reprezintă o ecuaţie în pọ de gradul n și are deci n soluţii. Se arată 
în algebră că ecuaţia în p are toate soluţiile sale reale. Fie deci 
Pis P2? :--> Pa, Soluţiile sale. Pentru fiecare soluţie p; obţinem un 
sistem din (22.2) înlocuindu-l p cu p,, care va fi format din n—1 
ecuaţii, căci una din ecuaţii este dependentă de celelalte. Obţinem 


în acest fel [i (h=1,...; n), n soluţii ale acestor ecuaţii, și avem 


n hiperplane principale Ş; (zt —6)=0. 
i=l 

Ținînd seama de proprietatea caracteristică a hiperplanelor 
diametral conjugate, rezultă că un hiperplan principal este acel 
hiperplan care este perpendicular pe toate coardele pe care le 
împarte în părți egale. 

2. AXELE UNEI HIPERCUADRICE. VÎRFURILE UNEI 
HIPERCUADRICE. f 
Intersecţia a cîte n—1 dintre cele n hiperplane principale ne 
conduce la o dreaptă, numită axă a hipercuadricei. Rezultă deci 
că avem în general n axe pentru o hipercuadrică. Ecuațiile aces- 


tora sînt: 
PaE z"—z9 
Ss (het), (22.3) 


TER 2. n = 


Vom numi viîrfuri ale unei hipercuadrice intersecţia hiper- 
cuadricei cu axele sale. În general, o ju percuauncă are deci 2n 
vîrfuri (reale sau imaginare). 


3. TRANSCRIEREA EXPLICITĂ A UNOR ECUAȚII ÎN 


CAZUL CONICELOR ȘI AL CUADRICELOR 
a) Cazul eonicelor. În cazul conicelor axele apar ca diametrii 


conjugaţi perpendiculari mm’ =—1, şi deci direcţiile lor sint date 


de ecuaţia l l l 
| aya(m”—1)+ (aaa — az2)m =0. (224) 
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Această ecuaţie are rădăcini reale, căci (a11 — a22) +4ai>0, şi 
deci o conică are întotdeauna două axe reale. Axa fiind şi dia- 
metru conjugat, dacă folosim ecuaţia 


Qai+mQa=0 (22.5) 


(care reprezintă diametrul conjugat direcţiei m, deci axa perpen- 
diculară pe direcția m) sîntem conduşi la 


a2( Dai — Qa) = (Ga — (22) Oa Oz . (22.6) 


Această ecuaţie poartă numele de ecuaţia comună a axelor. 


. . 2 . E 
În cazul parabolic, deoarece A3 =0, deci ai1@22=đi2, şi din 
rezolvarea ecuației 


azM? -+ (aaa —a2)M— a12 =0, 


găsim 
a a a Aa 
m=— A = 8, mai DE = de 
- Gia Q22 di aiz 
Înlocuind aceste valori în (22.5) găsim 
i 
(aux -F 13)012 — 011 (Q24X%-+ 023) =Q, (22.7) 


Propoziție. O conică de gen parabolic are o singură axă finită. 
Se spune că cealaltă este aruncată la infinit. Ecuația axei finite 
a parabolei este 


Qa 4+ 022 0a= 


Ținind seama de definiţia dată viîrfurilor unei hipercuadrice, 
rezultă că o conică are în general patru virfuri. Ele se determină 
prin intersecţia conicei de ecuație Q(x, y)=:0, cu axele a căror 
ecuaţie comună este (22.6). 

Astfel avem: cele patru vîriuri ale unei conice pot fi, a) toate 
patru reale, b) două reale, două imaginare, c) toate patru imaginare, 
la distanţa finită sau aruncate la infinit. 


Definiţie. O hiperbolă se numeşte echilateră dacă are asimp- 
totele ortogonale. Noţiunea de hiperbolă echilateră este -0 no- 
ţiune metrică. 

Propoziție. Condiția necesară și suficientă ca o hiperbolă să 
fie echilaterală este ca I= -4-a =0. 

Într-adevăr, fie az2m2-4+-2as2m + as =0, ecuația ce dă direcțiile 
asimptotelor. Dacă mımą=—1, obţinem că I=au-+az=0 şi 
reciproc. pă l 
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b) Cazul cuadricelor. În cazul cuadricelor n=3, ecuaţia în 
p se scrie: 


p3— 1p24-Jp— A =0, | (22.8) 
unde | 
I =a, -+Qa2a4-3, 


J=|% %2 pa a23 | 4 
di2 22|  |&ã23 (as 


i (13 
(13 (33 


22.9 
aa (ara i3 ( ) 


Au= |tz d Gas]: 
(13 (az 33 


Ecuația în p are trei rădăcini reale, şi înlocuind fiecare în sistemul: 


(ax —p)l-kas2n-+asn =0, 
aral + (a22 — p)m-+-aosn =0, | (22.10) 
l ail +-az3m +- (ass —p)n =0, 
vom determina parametrii axelor. 


5. SFERA, CERCUL, PROPRIETĂȚI 


Definiție. Numim sferă o cuadrică pentru care planele prin- 
cipale sînt nedeterminate. 


Propoziţie. 1. Condiția necesară şi suficientă ca o cuadrică 
să fie sferă este ca: 


Cup, 0u4=0, iZj, (22.11) 
iar ecuaţia sferei este ; 

Qa) =pl) HaHa] 2a -2ra 
+ 2a32%+a=0. (22.12) 


Într-adevăr, pentru ca planele principale să fie nedeterminate 
va trebui ca sistemul: 


(a;;—p ul =0, (i, j=1, 2, 3), 


să admită soluţii oricare ar îi (V), adică vom avea a,—p54,=0, 
şi deci avem (22.11) şi reciproc. Înlocuind în ecuaţia cuadricei 
condiţiile (22.11), obţinem (22.12). 
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Proprietatea 1. Siera este cuadrica pentru care orice diametru 
este o axă, deci e cuadrica cu o infinitate de axe. 

Proprietatea 2. Sfera este locul geometric al punctelor din 
spaţiu pentru care distanţa de la un punct fix numit centru este 
o constantă notată r și numită rază. l 

Cele două proprietăți rezultă din (22.11) şi (22.12). 

Ecuația (22.12) se poate pune sub forma: 


(11) + (2) (1) axt br? +e +d =0, (22.12) 


şi deci pentru determinarea sferei este suficient să determinăm 
pe a, b, c, d, adică trebuie să avem date patru condiții geometrice. 
Fie M(x, zi, zi), (i=1, 2, 3, 4), patru puncte date şi punînd 
condiția ca cele patru puncte să se afle pe sferă obținem 


Ti rai rai hambare + d=0, (i=1, 2, 3, 4), 


ce reprezintă un sistem de patru ecuații cu patru necunoscute. 
Rezolvînd sistemul şi înlocuind în (22.12) obținem ecuația sferei: 


Lipa? pat ai 2 a l 
atip dada l 
t paapaa ra xa za 1|=0. (22.13) 
ts tas +a qs zi za 1 
ipri tai zi Ta za l 


Pentru ca (22.13) să reprezinte o sferă va trebui ca cele patru 
puncte să nu se găsească în același plan, căci coeficientul lui t- 
+a2++a% este determinantul |zi, zi, qe, 1|, (i=1, 2, 3, 4). 

Fie sfera dată de (22.12) şi un plan (x) dat de: 


(m)  Azi4+Bx2+4+Cx54+ D=0. (22.14) 
Deoarece centrul sferei este «= — z , B=— 2 +» Y=— z "distanţa 
de la centrul sferei la planul + este dată de 
2_ (Aa+BB+Cy+D) 2 
p“= rO Te al | (22.15) 


Planul m intersectează sfera după un cerc, iar raza acestui cerc 
este dată de: l K 
(Aa + BB+CY+DY, (22.16) 


R?=r?—p?=r?— 
p A2+ B+C? 
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unde r reprezintă raza sferei, iar p distanţa de la centrul sferei 
la planul T. 

Se impune următoarea discuție: Planul z taie sfera dacă 
p2<r?, adică dacă r?(A2+ B?-+-C?)>(A«+ BB+Cy+D}. Planul x 
este tangent sferei dacă r2(A2+ B2+C2=(Aa+ BP+Cy+ DY, iar 
planul x nu taie sfera dacă r*(4?4+B*+C*)<(4a+B8+Cy+D). 

Studiem intersecţia șferei cu un plan special şi anume cu 
planul de la infinit. Trecînd ecuaţia (22.12) în coordonate omogene 
(XI, X?, X’, X?) obţinem: 


XI X2 49 —2aX1X4 — BX? Xi —2yX?Xi— XÄ=0. (22.17) 


Intersectind (22.17) cu ecuația planului de la infinit: X1=—0, 
deducem 


X14+-X?+X?=0, (22.18) 


care reprezintă ecuația unui cerc, numit cercul absolut al planului. 

Observații. Toate sferele trec prin acest cerc, care este format 
din puncte imaginare şi este la infinit. Prin acest cerc trec toate 
dreptele izotrope. Orice cuadrică ce conține cercul absolut este 
o sferă. 

PUTEREA UNUI PUNCT FAȚĂ DE 0 SFERĂ. Fie Mo(o, 
Yo zo) un punct în spaţiu și o dreaptă ce trece prin Mọ de 
cosinusuri directoare (cos a, cosf, cos y), atunci ecuaţia para- 
merica a dreptei este: 


. t=To+p cos x, Y= =y +p cos f, PEER cos y. (22.19) 
Intersectînd. (22.19) cu sfera - obţinem o i echajie de gradul doi 
în P de forma: 

p2—(..- JPH Olto Yo 20)=0. 
Dacă pı=d(Mo, A), pa=d(Mo, B), unde A, B sînt puncte de 
intersecție ale dreptei cu sfera, avem: 
Pi" p2= MoA: MoB=O(2o, Yo 2 coase 


Atunci pı'pa=Q(zo yo zg) se numeşte puterea punctului Mo 
faţă de sfera dată. | 

Locul geometric al punctelor din spaţiu ce au aceeași putere 
faţă de două sfere date este un plan numit plan radical şi este 
dat de: Qı —Qz=0, unde Q, =0, Q=0 reprezintă ecuaţiile celor 
două sfere. l 
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Locul geometric al punctelor ce au aceeaşi putere faţă de 
trei sfere este o dreaptă numită axă radicală și este dată de: 
Qs — Q; =0, 03 — Q, =0. 

Definiție. O conică cu proprietatea că orice diametru este 
o axă se numește cerc. 

Se demonstrează analog ca la sferă că pentru ca o conică 
să reprezinte un cerc e necesar şi suficient ca ai =dzz, ia=0 
şi reprezintă singura conică cu o infinitate de perechi de diametri 
conjugațţi.: 

Ținind seama de definiţia cazul i rezultă că ecuaţia sa se 
poate pune sub forma: 


| Ola, =r —a)? + (1 —p)?—r=0, 
punctul C(x, 3) reprezintă centrul său, iar r poartă numele de 
raza sa. l 
Dacă ecuațiile parametrice ale unei drepte ce trece prin 
Mo(xò x0) sînt xl =79+ p cos 6, z2—29+p sin 6, intersecţia acestei 
drepte cu cercul se determină prin rezolvarea ecuaţiei în p: 
p?—2I(21—a) cos 0-+-(z0—B) sin 0]p + O(27, za)=—0, 


obținută prin: înlocuirea coordonatelor punctului curent de pe 
dreaptă în ecuația cercului. Ținînd seama de interpretarea para- 
metrului p, găsim că: 


P1’ p2=Mo4: MoB=O(ai, x?) =const., 


produsul p*p2 nu depinde de parametrul:6, valoarea sa poartă 
numele de puterea punctului Mọ în raport cu cercul. Vom spune 
că punctul My este în interior, afară sau pe cercul dat, după cum 
Q(Mo) <0, 9(Mo)>0, sau Q(Ma)=0. - 

Fiind date două cercuri Cı și Ca, locul geometric al punctelor 
din plan care au aceeași putere faţă. de ele este o dreaptă numită 
axă radicală, ecuaţia .ei este dată. de Q,(zi, 22)—Oa(zi, 22)=0. 


6. FOCARE ȘI DIRECTOARE 


Definiţie. Se numesc focare punctele din plan pentru care 
tangentele la conică sînt dreptele izotrope. - 


‘Ecuația tangentelor dintr-un punct la conică se scrie sub 
forma: 


(210 420 e sata) = Of, BA, | 22) =0. 
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Punînd condiţia ca aceasta: să reprezinte dreptele izotrope sau 
un cerc de rază nulă, găsim că 


02 —an (o, P)O —am0(a, P), 2,0p—auz0e, 8)=—0, 


care reprezintă un sistem de două ecuaţii de gradul doi și deci 
în general are patru soluţii, conica are deci în general patru focare. 
Eliminind Q(«, 6) între cele două ecuaţii, obţinem ecuaţia 
comună a axelor. Rezultă deci că cele patru focare sînt situate 
pe axe, două dintre ele sînt imaginare, celelalte două sînt reale, 
ambele finite sau unul aruncat la infinit. 
Definiţie: Se numesc directoare ale unei conice polarele fo- 
carelor (reale). Are loc următoarea 
Proprietate: Raportul distanțelor de la un punct arbitrar de 
pe conică la focar, respectiv la directoare este constant. Această 
constantă poartă numele de excentricitatea conicei (vezi probl. 2). 


PROBLEME ŞI EXERCIŢII 


1. Să se scrie, ca aplicaţie, ecuaţia în p pentru conice și 
cuadrice. 
R, În cazul conicelor avem ecuaţiile: 


(au —p)l+ aan =0 
Gal 4-(a22—p)m=0, 
de aici rezultă 
i ăn, ci | 
Gu—p diz =0, 
di2 a22 —P 
sau p°—Ip-+Ass=0, unde I= tirtas, As3 =411423— 02, 
b) În cazul cuadricelor avem ecuațiile: 
(anı —P)l+am-+an=0 
aial +- (a22— p)m+-azsn =0 
Q33l-t-dzsm-+ (ass— p)n =0. 
Condiţia ca acest sistem să admită soluţii nebanale este dată 
de ecuaţia în p (22.8). i 
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2, Să se arate că o conică poate îi definită ca locul geometric 
al punctelor M(a!, x?) din plan al căror raport al distanțelor la 
un punct F(«, B) numit focar, şi.la o dreaptă (d) : az!+4+-bx2-+-c=0, 
numită directoare, este constant. Această constantă se notează 
cu e şi se numeşte excentricitatea conicei. 

3. Să se arate că focarele unei conice pot fi definite ca fiind 
acele puncte din planul conicei pentru care distanța la un punct 
arbitrar M al conicei este o funcţie liniară de coordonatele punc- 
tului M. 

4. Să se determine poziţia focarelor unei conice, cu şi fără 
centru. 

5. Să se determine ecuaţia tuturor conicelor din plan care 
admit aceleaşi focare (conice homofocale) în cazul conicelor cu și 
fără centru. 

6. O hipercuadrică cu axele (planele principale) nedeterminate 
se numeşte hipersferă. Să se determine condiţiile necesare și sufi- 
ciente ca o hipercuadrică să aibe axele (planele.principale) nedeter- 
minate, şi să se arate că ecuaţia unei hipersfere se poate pune 
sub forma: 


p | 
X (2 —a6 Pr, i 


unde C(zi,) este centrul hipersferei, i iar r poartă numele de rază. 


Din formula de mai sus rezultă că o hipersferă este locul 
punctelor la distanţă r de un punct fix C(23) numit centrul hiper- 


sferei. 


Ş 23, INVARIANȚII METRICI Al HIPERCUADRICELOR 


Se numesc invarianţi metrici sau ortogonali ai unei hiper- 
cuadrice, anumite expresii formate cu coeficienţii ecuaţiei hiper- 
cuadricei respective, care păstrează aceeași valoare pentru hiper- 
cuadricele obţinute una din alta, printr-o transformare metrică 
(ortogonală) a spaţiului. 


1. INVARIANȚII ORTO GONALI AI UNEI CONICE. Fie 
conica T dată prin ecuaţia: 


Q(x)=dapt" P aurit 2asa7'4- 095 =0, Qap=apu. (23.1) 
247 


Din definițiile date, ecuaţia (23.1) însăşi este un invariant 


metric (în particular). 


Ecuaţiei (23.1) şi odată cu ea, conicei T i se asociază următorii 


invarianţi metrici: 


I =a; + aa, 
Qi i2 
A33= = 011022 — 0, =|al, 
Gia  Ca2 
A = Qagl . 


(23.2) 


Primul din ei fiind liniar în coeficienţii ecuaţiei (23.1), al 


doilea pătratic și al treilea cubic. 


Să arătăm că aceste expresii sînt invariante la transformările 


metrice, pe care le scriem sub forma: 
zi=ai r+ a, > ai ai= òt; 
folosind aceste formule în ecuaţia (23.1) obţinem 
Q(x’) =al rta) air tta) 2ass(ai, ta) 


-+33 =asai a} aj T ha kJ 2(a;;a} az + assai zh 


t i , , 
+aya'a + 2assa'+ ass =0 p E TEA 2a g -Hag =0, 


unde am folosit notațiile 
- ap =a; aj 
a g= (aia + ass)ai, 
a =Q(al, a2), 
primele relații scrise dezvoltat sînt 
d =a, (a,)° +24,3 a, ait a22(a4) : 
3 = 0] 03H00 034-303) apasa? 


aa =4(0,)’ +20,3 ap 034 ap.(02). 


(23.3) 


(23.2) 


Folosind aceste relații și ţinînd seama de condiţiile de ortogonalitate 


ale matricii A=(a'), se arată cu ușurință că 
| Dak za = (0) +a) ) H2000 Haza) 
+a (a3) + (a3) ) =at a= T, 
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de asemenea 
Asa =dei(a;a4a}) —dei(a,)[det(4)]2 = Asa. 


_ Pentru demonstrarea invarianţei expresiei A vom presupune 
ecuaţia conicei scrisă sub forma (23.1) în coordonate omogene, 
iar transformările ortogonale (23.3) sub forma 


ze =—apa'B (23.4) 
în care: 
a! 
A=|ag|= a2| * 
0 0 1 


În urma transformării (23.4), (23.1) devine: Q(x) =aapr «x B=0, 
unde: arp =upaaţ, relaţie din care deducem că 


det A' —det A(det A), 
dar detA=detA=+1 şi deci det A'=—det A. 


2, SEMIINVARIANT ORTOGONAL AL UNEI CONICE. Se 
numește semiinvariant ortogonal o expresie care este invariantă 
prin raport cu o rotaţie. Vom scrie formulele de rotaţie sub forma 


=ar, 
N ESRR că matricea A= =(a3) este o matrice ortogonală 
Propoziția I. pn (x1)? +-(22) este un semiinvariant.. În 
adevăr: 
+ (2292 (ax (ake) + (aĝe) (akr) = (ala 4-20?) - 717 = 
„= Xlaiai)'ta* = Spalati CE (272)2, cetd. 


Propoziția JI. O conică admite ca semiinvariant ortogonal 
expresia: 


K= SAna: (24.5) 
Observăm, pe baza celor discutate mai sus, că expresia 
(zi, 1) AH (209), 
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este un invariant la rotaţie. În urma unei rotații ea devine 
Q(t, 22)—M(21)+(29)7], 


cele două expresii fiind egale, oricare ar îi N putem afirma că 
discriminanții lor sînt egali, deci: 


Lă Lă 
au—À @2 >` as PRR, MRI N- Gia 
r Lă 
(12 Qo2—A  Q23|= Ga Gaa—A aa]! 
Li Lă Lă 
(13 (aa (33 8 (23 (33 


de unde rezultă 
ash? —KA+A =aagh2— K'A+ A, 


şi între altele, K=—AK'. Avem următoarea 


Teoremă. Dacă o conică fără centru unic la distanță finită 
este degenerală, atunci K este invarinat ortogonal. 


În adevăr, ecuaţia unei astfel de conice poate fi scrisă sub 
forma: aa2(2)2-4+-2a2322-4+-0s3=—0, pentru ea avem 
A 2 
K = 022033 — 023= Asa, 

făcînd o translație, dată prin formulele 

1 

x' =x 4 t0, 

2 
| 12=2'2-4+-20, 
găsim că 

caa(2'2)2-+ 202218 ao9)2' 24 aaa(22)?-+ dos? -k- aa 0, 

deci 


K'=|0 +022 0-+- a22%0-+ dz3 
(22%0-F- 023 A22 + 2023X0-+- sa 


3. INVARIANȚI ORTOGONALI AI UNEI CUADRICE. Ur- 
mind aceeași cale ca şi în cazul conicelor, vom arăta că următoarele 
expresii, construite cu coeficienţii ecuaţiei unei cuadrice: 
| Isa + Q22-+ ass, Aa 

J =Asa-t Aut (23.6) 
As=lah: (i, j=1, 2, 3), y i A: 
A =a“8], (&, B=1, 2, 3, 4), 


= a22 a23 =K c.c.t.d. 
(23 33 
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sînt invariante față de transformările metrice 
: eoa 
zi aia hai, X ai, di, = dj. (23.3”) 
i=l 
În adevăr, fie ecuația cuadricei T scrisă sub forma: 
` Q(t) =adapt" è =at t + 2a af + 044 =0, 
prin (23.3) ea devine | 
Q(z)=a, (úx + aart + 01) 2asa(anz' +a) 
= app hat 204 Faa =0. 

Prin identificarea coeficienţilor, deducem nişte formule asemănă- 
toare cu (23.2), 

Pentru a arăta că I, J şi As sînt invarianţi, vom arăta că ei 
sînt invarianţi la translație și rotaţie. 
a) să facem o translație prin formulele: pda avem O(2'”)= 
=dyl(t Hatta) .. . =ar ..., termenii grupului de 
gradul doi sînt invarianţi la translație. 
_b) să facem o rotaţie prin formulele: 

zi =d”, 
găsim că | 
Q(x’) =a; ġar’ hy't .. 

rezultă că grupul termenilor de gradul doi este invariant și la 


rotație, 
De asemenea expresia. 


(HNH), 
este invariantă la rotație, deci expresia: 
ali, a, PYHA E", 7, a) 
| =el aAa, 


este invariantă la o rotație. 
Scriind pentru această egalitate. corespunzător şi Faaitalea 
discriminanţilor, rezultă că: ' 


p EA EE ES A E E O P 
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oricare ar îi p, deci 
I=1, J'=J, An=Au. 
Pentru invarianţa lui A se arată = ca și în cazul conicelor, că: 
A'=AÂ=AN=A c.c.t.d. 


4. SEMIINVARIANȚII ORTOGONALI AI UNEI CUADRICE. 
Vom arăta acum că expresiile: 


L = Aa As+ Aa, 
K = Asa + At Ass 
sînt invariante la o rotaţie. Construind ecuaţia 
Q(x, 23, 2) AHH], 
observăm că ea este un invariant la rotație, deci 
Q(t, 23, 2) AHH 
=Q", 2, x) AE a)], 


oricare ar fi à. Egalînd discriminanții celor doi membri obținem 


au—À z (13 a14 a1 —À dia as dis 

diz Ga2—A Qz a24] a2 isa 22 la a4 A 

ais (23 a33—À a34 as a3 ass—À azl 

di4 az Ca Qy las aa a34 LA 
sau 


auh — LA KA— A ag LL RKA", 
de unde rezultă, prin identificare, că 
L'=L, K'=K c.c.t.d. 


cu referire la acești invarianţi avem următoarea 

Teoremă. Dacă o cuadrică de gen parabolic este degenerată, 
atunci K este un invariant ortogonal. Dacă în plus cuadrica dege- 
nerează într-o pereche de plane paralele, atunci şi L este un invariant 
ortogonal. 

În adevăr, fie o cuadrică de gen parabolic (Au =0). Prin- 
tr-o rotaţie de axe, convenabil aleasă, ecuaţia ei se postei serje 
sub forma: 


a (2f) + a22(22)? +20111420242" 4-203414 044 =0 
252 


pentru care avem 


2 2 2 2 
A = — 01022034 K = — 034(Q13 + 22)-+- 411022044 — 014022 — 024041. 
Făcînd o translație și calculînd apoi K’ găsim că 
K’ =K +241142903428, 


de unde rezultă că dacă cuadrica este degenerată, avem K=K'. 
În cazul în care cuadrica degenerează într-o pereche de plane 
paralele, ecuația ei poate fi adusă, printr-o rotație, la forma; 


ant? +2at+a44=0, 
şi avem l 
2 
L= — au. 


În urma efectuării unei translații şi a unui calcul simplu găsim că 
L’ =L c.c.t.d. 


$ 24. REDUCEREA ECUAȚIILOR CONICELOR ȘI 
CUADRICELOR LA FORME CANONICE METRICE 


Am văzut, la studiul proprietăţilor proiective, că conicele şi 
cuadricele sînt invariante prin raport cu grupul transformărilor 
proiective, în particular, ele vor fi invariante şi prin raport cu 
grupul transformărilor metrice. Acestea din urmă însă au proprie- 
tatea. că păstrează toţi invarianţii metrici și odată cu ei și toate 
proprietăţile de această natură. 

Odată studiată o conică sau o cuadrică, proprietăţile ei sint 
aceleași pentru toate conicele sau cuadricele clasei ce se obţin 
din cea dată prin diverse transformări metrice. 

Studiul proprietăţilor metrice însă nu este intotdeauna uşor 
de făcut dacă ecuația conicei sau. a suadricei în cauză este sub 
forma sa cea mai generală. 

- Din acest 'motiv este adesea mai comod să luăm în.studiu un 
alt reprezentant al clasei respective, a cărui ecuaţie să fie însă mai 
simplă. și deci. mai accesibilă studiului. . - l . 
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Această operaţie poate fi interpretată și în felul următor: 
ţinind seama că grupul transformărilor metrice este din punct 
de vedere algebric izomorf cu grupul schimbărilor de repere metrice 
(reperele unei familii preferenţiabile, de exemplu, cele ortogonale) 
in loc să spunem că trecem pentru studiu de la o conică sau cua- 
drică la o altă conică sau cuadrică din aceeași clasă cu ea, putem 
spune că studiem. aceeași conică sau cuadrică, dar raportată la un 
alt reper de referinţă, reper în care ecuaţia să devină cea mai 
simplă posibilă. | 

În oricare din interpretările de mai sus, de fapt schimbăm o 
ecuaţie cu alta, cea mai simplă care însă să posede aceleaşi pro- 
prietăţi metrice ca şi prima. Această operaţie este cunoscută în 
geometrie sub numele de „reducere a ecuaţiei conicei sau cuadricei 
la forma canonică metrică“. 


1. REDUCEREA ECUAȚIEI UNEI CONICE LA FORMA 
CANONICĂ METRICĂ CU AJUTORUL TRANSLAŢIILOR $I 
ROTAȚŢIILOR. Una din metodele intuitive de reducere a ecuaţie 
unei conice la forma canonică este următoarea: Fie conica T dată 
prin ecuaţia 


Q(z)=dyt t +2ant + a33=0, (i=1, 2), (24.1) 
şi o deplasare arbitrară a planului dată prin: 
z1—2"'cos a—a' sin a+-zi 

a2=—a' sin a-r” cos a+r, . (24.2) 


prin care se trece de la sistemul.de coordonate (0, zi, x?) la sis- 


temul de coordonate (0', z', x°). În formulele (24.2) xò, ze sînt 
coordonatele originii O”, față de sistemul de coordonate (0, xf, x°), 
iar a este unghiul de rotaţie. n a 
În urma transformărilor (24.2), ecuația (24.1) are forma: 
an (T) Das" 2 4aaa (2) +202" + 2azaz” -Hass =0, (24.17) 
- unde ai; depind de coeficienţii a,,, ca şi de To, To şi æ. 

Să precizăm cum pot fi folosiți cei trei parametrii &, zo, ze ai 
grupului deplasărilor plane, astfel încît unii dintre coeficienţii 
ai; să se anuleze şi odată. cu aceasta ecuaţia (24.1') să devină mai 
simplă. În realizarea acestui scop, vom proceda în două etape: 


254 


a) Să încercăm să ne folosita în primul rînd de o translație 
dată prin 


aha 
z Para | (24. 3) 


obţinută din (24. 2) pentru a=0. Atunci înlocuind (24. =) în zi 1) 
vom obţine relaţiile 


= ai= lg a; 227l 


E O g r 
li = Qa = ai Tok 3 To Flg 


29? 


} 
Pn pan 1 
tyg > Oas, =A TOH aaa T 0 T lag 

AN A) 1 

a= Q(x], 22). 
Primele trei relații din (24.4) ne arată că, coeficienții termenilor 
pătratici sînt invarianți la translații. 

Să încercăm să alegem originea 0'(zi, 22) în aşa fel încît să 

La Li . "imee - g 
avem Q,,=03=0, deci 
Q =0, Qa = 


şi prin urmare ecuația conicei se scrie 
anl!) +2ar" t?ar) (a, 22) =0. (24.5) 


În acest caz dacă P(a'1, z'2) este un punct pe curbă, atunci 
se constată că și Q(—a'1, —x'2) este pe curbă, deci O'(z1=0, 
2'2==0) este centrul de simetrie al curbei. 

Se pune deci problema determinării cazurilor cînd curba 
(24.1) admite centru de simetrie., Centrul de simetrie va trebui 
să aibă coordonatele soluţii ale sistemului: 


Cal + 03272 013 =0, (24.6) 
ait! a222” d23=0. 
Fie aii ai 
| M= fu gia), şi M'= (E 2 a) (24.7) 
Q1a (22 | ii 


Ga . Q22 . Ca3/. 
matricea sistemului și extinsa sa, şi 

E Ca ız dig NE 
A=layl= an a22 A23| ? NE n y (24.8) 
. |d31 . a38 . a33 
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discriminantul ecuaţiei (24.1). Vom nota prin Ay=4;p (i, j= 
=1, 2, 3), complemenţii algebrici corespunzători elementelor a; 
din determinantul A. Atunci avem: 

a) Dacă rangul lui M este 1 şi rangul lui M’ este 2 sistemul 
(24.6) este incompatibil, şi deci nu există nici un punct la distanţă 
finită ale cărui coordonate să constituie o soluţie a sistemului 
(24.6). Dacă scriem sistemul (24.6) sub formă omogenă, avem: 


Azi -Har + digz? =0 
Gat! + a222 --a231 =0, 


şi reprezintă un sistem de două ecuații cu trei necunoscute omo- 
gene care admite o infinitate de soluții, soluții ce se obțin ca fiind 
proporționale cu determinanții matricei M’, deci 

zl z? x? 

-m Q = E —— é (24 .9) 

A13 Áz Áz 


Deoarece rangul lui M este unu, avem că A33=0, şi deci centrul 
va avea coordonatele (Aa Azs, 0), care reprezintă un punct la 
infinit. 

b) Dacă rangul lui M este 1 şi rangul lui M’ este 1, atunci 
sistemul (24.6) este compatibil, nedeterminat, deci conica admi- 
te o infinitate de centre de simetrie situate pe o dreaptă. În acest 
caz constatăm că A=—0 şi deci conica este degenerată. 

În cazurile a) şi b) conica este fără centru unic la distanță 
finită. 

c) Dacă rangul lui M este 2, atunci det M = = Aa deci Aaa 
este diferit de zero. Sistemul (24.6) are soluţie unică ce se deter- 
mină cu regula lui Cramer, obţinînd: 


DI m Das (24.10) 
o (1) A 
33 33 


În acest fel curba (24.1) are centru la distanță finită de coordo- 
nate (A.3/Ass, A23/433) sau coordonatele omogene ale acestui 
punct sînt (Aig, A23, A33). 

În acest fel se impune studiul separat al conicelor cu centru, 
deci cazul c) şi al conicelor fără centru unic la distanță finită 
cazurile a) şi b). 


` CONICE CU CENTRU (UNIC LA DISTANȚĂ FINITĂ). Dacă 
conica (24.1) este cu centru, atunci A3 #0, efectuînd translaţia 
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prin (24.3) unde z} şi 22 sînt: soluţiile lui (24.6) Soa va je are 
forma (24.5). Se constată că în acest caz 


| ala, eu (24.11) 

? Aaa - Te 2 TESS ; 
fâta-adevăn,/9 vomi: avea suctesiv: -` DLR a Ra 
Ia jr 


i Ulo ETa Hoa, taar tot dopat dsa Ai fsa: 


înlocuind a şi, zi pin (24. 10) avei: SAE 


i Qi A dou Ag AS e Au ei a 
“ol, 12) „tibi tanAn adi E ET 
Asa e a 


Ecuația (24. 5) devine: i 
iara Și ame Zaai a a = =0, 4-12) 
$ A33 


` : PO a IN a Dart Ia NE 0 IE AO es 
care reprezintă ecuaţia conicei raportată: la. un. sistem de. axe 
cu originea. în centru... ». e f 
e Eipctuam acum: o rotația de; axe; dată prin; :- 
a 4: i pai 2 e o e 
l | pi =X! cosg UXE sin a, A a a anul Attica 
DIE a dit a TR sin 14X? cosa, © 1: oai. :::(24.13) 
d 
în eeuaţia (24.12), obţinind. |, e ne mi 
„ură +AhiXXE pp + ba Ei :(24.14) 
unde o i i ii S ATE Hga dă Ep 
Di aa cos? a-+2ayg sin & cos a-da sin? a. (24.15) 


biz = —Ca Sin 'a cos &--az2(c0s2'a —sin? d)+ aza sin acosa’ 


Daa=Gaus: sin? a —2a1g sin & cos a+ azs cos? "i 


îi day ; RIA pep ca E Aa A” d, E) y i 4 a. adi 
b33 = ——: i 
33 


Vom alege unghiul de rotație a astfel ca bia=0. Deci avem: 


| 2a; cos 2a = (di; —aap)sin 2a 
jH ți PE ja a Flat piti a il 


ERI OCH 


şi- astfel i T a peoa i s) sal nI i l 
7 tg 2a= Za, 046) 


- "Giga!!! : 


Dacă. « este ales.:în' aṣa fel încît să avem Sa IsLAGULLA, (a. 16), ecua- 
ţia (24.14) devine: ia | 


bX”. i bX” + bas i (aa. 17 


Ecuația (24.17) poate fi obținută şi din forma alină a conicelor 
cu centru dacă cerem ca cei doi diametri conjugaţi să fie:perpendi- 
culari, deci să fie axe. 

'Teorâmă. Dacă o conică-este: cu centru unic la distanţă. finită 
printr-o translație şi o rotaţie de axe putem educe ecuaţia conicei. la 
forma canonică, luînd centrul conicei că origine: d azelor de' coordo- 
nate iar axele (de simetrie) ca axe de coordanale, bu si œ fiind daţi 
de (24.15) şi (24.16). l 


Deoarece bgg = < =Q(x0, xo) poate fi diferit. de. zero sau pu, 


putem clasifica conicele cu centru astfel: 

- Dacă bas 40, conica este ireductibilă cu centru, şi se va numi 
elipsă reală, elipsă imaginară sau hiperbola, în funcție: de Serani 
coeficienţilor ‘bir, boz, Bas. > Can 

Dacă bas=0, centrul conicei se găsagte - .pe conică, ‘căci 
| Q(z, xo)=0. Conica: este formată“ din: două drepte, reale sau ima- 
ginare care se întîlnesc în centrul conicei., Axele conicei sînt bi- 
| sectoarele celor două drepte, conica este degenerată. 

: Teoremă. O conică cu centru este degenerată dacă și numai dacă 
A —0, 

Reducerea la forma canonică este 'uăică (aur general), afară 
de: cazul by = bzo. În ‘acest caz, făcînd a nduă rotaţie bi2=0 şi 
bıı=bə2 pentru orice unghi al rotației. Forma canonică este: . .. . 


SN e o aa paz, e (24.18) 


care reprezintă un cerc real, imaginar sau de.rază.nulă, după cum 
a<0, a>0, a=0. 

Cunoscînd poziţia centrului conicei, coeficienţii: unghiulari 
ai axelor şi mărimile acestora putem construi conica cu centru 


1? ya l 
-n A —i=0, (24.19) 


E CE 


„ba Asa  bzsâas 


căci centrul O’ are coordonatele soluţii ie, sistemului O 
Q,=0, iar 2a este dat prin (24.16) şi 2a este cuprins între Oi n T. 
Ecuația (24.16) se poate pune sub forma: 


ayat8? -+ (an — datg a — di3 =0, (24.20) 
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cu 0<as £.:Mărimile bı și baz se determină din (24.15) înlocuind 


2 
tgæ 2. PaSA o sei RE N Ea 2 
pe sin a= pipa! COS g= Vii ; nde tg a este soluția lui 
x 
(24.20). ax = an o i me 


CAZUL CONICELOR CEARA CENTRU (UNIC LA DISTANȚĂ 


FINITĂ). În acest caz Assis —aîn =0. Presupunem că a; =0, 
căci în caz contrar ar rezulță a12=0, și deci va trebui ca aa %0, 


î 
ai 
altfel conica: degenerează. Dacă ayı %0, ayem Agg = = me Ecpaţia 
Ma A 


Li 


ra ki ; : E EaR o e E 
conicei devine: 3 Mi eta rapita e Ra ia 


i art Piwa 423 12 a 4 davai 20320 + das =0, (24. 21) 
Gu 
sau 


E (anataat?) 20157 dat? das =0. Ai N 
2 ar ca E Toi : fr e Ta R i 
Efectuăm o rotație de unghi « în n 21), dată de 002; tonc 


EE 


a „alai cos a>r" sin & . 


RA 
ES 


422" sin a-z" cos a, o i. 


Și obținem 
an(z' A2 2ar" z' "2 aaa(a' radu 1 4-2aaa' +an=0 ki 
unde: | . | ao n ţi ep Eta gti i a a „i 
| ai pă E cutate aa aa ce Îl, ati o E i a LA 
amita cea no) ai că oi ud at 
a yil 


PE —— D F cos ES sin n á\(— 2 dia sin ata cos æ) 
au ia 


dia i SE (— aa sin kara 665 02! --i-: (24.24) 


Gu 


s sigro 
aı13=4;3 COS &-}A23 Sin a. PIE. 
URBE) a23= —üış sin &-FQas COSA i 


? 
i Ti ? wek DR a : Li 
Q38 Gage i si ti uite i i 


asi 
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Determinăm « astfel ca di1=—=0. În acest caz din (24.24) avem 


ayı COS a--azz sin a=0, deci tga=— Sai = Apung 
; ; : pani g Q13 
, tga —au 1 
ame o aa aa COS y= ~L 
! +Vi+tg % +V ai1+a12 +VI+tg a 
-— a. | 
oaeee | au. 25) 
: +V ataie 


" Constatăm de asemenea că în acest caz arn=0. Fie %i>0 Şi 
«e[0, x], atunci (24.25) devin 


Gu aig 


sin «= PER, cosa=— , (24.26) 
N aaa Vå aia +ai2 
şi e. 
ai Aza . 
As =i; +g — = a e (24.27) 
V aitanz V dita V ditaa 
Astfel (24.23) devine ` `> i | 
azox'” 2an" + 2azat” + ass —0. (24.28) 
Dacă calculăm A =—as A33-+23 Aaa obţinem 
2 
Aga 25 a (24.29) 
, Gu si 


Se impun astfel irmata cazuri: 
a) A#0. În acest caz din (24.29) şi (24.27) rezultă A20 și 
a!s=0. În ecuația (24.28) efectuăm o translație prin 


l x ‘=X! 4r; x' =X? xo 

şi obținem l 
ba2( X”) +2 X! -+2b23 X*+ bss =0, (24.30) 
unde: | | 

bza=az2, bis=Qi3 

bas =0a200-+-dz3 (24.31) 

bss =aigr? +-2a!sto--2ahaz + asa. | 
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Determinăm 20, za ca fiind soluţiile ecuaţiilor bas =0, bəs =0, 
adică: originea este pe conică, iar o axă este tangentă. în origine 
la conică. Mezolv md acest sistem gasim | 


10= — ul pate a, (24.32) 
și deci (24.30) devine l H 
o bX” +2bsX1—0. E . (24.33) 


Notind — 22 =p, avem: X? =2pX!, care reprezintă ecuația ca- 


nonică a parabolei. 


b) A=0. În acest caz rezultă din (24.29) şi (24.27) ais=0, iar 
ecuaţia (24. 9) devine 


cz? vaza ais 0 N oo 34) 


care reprezintă ecuația ` a două drepte paralele cu oz. În siste- 
mul (0, zi, 22) dreptele sînt paralele cu dreapta pi ai, 


abilă ca în (24 20) o translație dată de i 
a =, zi X? a, d 
şi obținem e nT 
l WX} a0, 
unde: b2=ai2, bo3=aiza+a!s, bss =aipa?- 2aspa-t ass. 
Punind condiţia ca bz=0, deducem a= — a şi astfel obținem 


- Cap 
~ baa X? + bas =0,.. 
ecuația ce reprezintă două drepte paralele, imaginare, reale sau 


confundate. Conica în acest caz are o- infinitate de centre; situate 
pe: axa OX}, căci Qy =Q," =0 şi deci X?=0. oe 


' Propoziţie. O conică fără centru (unic la distanţă finită) dege- 
nerează într-o pereche de drepte paralele 'dacă A'==0, iti! dz 
fiind imaginare reale distincte sau confundate. 
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' Teorema 1; Fiind dată ecuaţia. Q(zt, x?) =0, conica reprezen- 
tată de această ecuaţie. este Megeneraki în. doud Sepie gaga şi numai 
dacă A=0. T 

Teorema 2. O conică fără centru unic la distanţă finită ( Asa 0) 
se poale reduce la- forma canonică X2 =2pă!, cînd reprezintă o 
parabolă și la forma bX? "1 bos= =0 dacă este jormata din dona 
.drepte paralele. 

Reducerea este unică, există o singură deplasare care dă u una 
din formele canonice. . 

Cunoscînd „direcţia axei panabda parametru ei și vîrful ei, 
putem construi cu uşurinţă pedala: direcţia este dată de te = 
an A Taia 


REDUCEREA ECUAȚIEI UNEI CONIC. - LA: FORMA 
CONGA METRICĂ CU AJUTORUL INVARIANȚILOR METRICI. 
Metoda descrisă mai sus de reducere a ecuaţiei unei conice la 
forma canonică metrică foarte intuitivă şi îndeajuns . de. practică 
în cazul conicelor are un mare dezavantaj şi anume acela de a nu 
fi comodă pentru: ğenctalizare în cazul cuadricelor Gi în general 
al hipercuadricelor). 

O altă metodă de se ui cate a ecuaţiei unei conice la formia 
canonică metrică constă în următoarea 

Teoremă. I nvarianții ortogonali I, Aga și A caracterizează primul 
membru al ecuației unei conice, cea a eana de o transformare 
ortogonală. i 

Aceasta înseamnă. că “fiind date dous ecuatii algebrice, de 
rail doi în variabilele al, £? 


i Shi ' GE 


Oi, 12 = = aaa? aaa? pasa iaar e SURE i Rl d 
r > Li „A 3 Lă 2 Lă —:» Lă La 
Q'(x!, x =auzl 202 anr? + 2angzl + 2a2aX24+ asa =0, 


dacă ‘aceste ecuaţii; au invarianţi metrici, (ortogonali) egali,. ple 
se pot transforma una în alta printr-o deplasare. > ,,;... 


Folosim această: iri pentru :ca fără a mai efectua: 


iei. conice dates. E A 
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a) :Să presupunem că ecuaţia Q(zi, ra?) =—0 reprezintă .o conică 
cu- centru unic la distanţă: finită, deci: Ag 40. Ii aa aţi 'Ortogo- 
nali ai ecuaţiei Q=0 sînt: i pana 


Iau +422 Asa =ü aa dia 70, A=]ayl. 


În acest caz ecuația se reduce” printr-o; transformare ortogonală 
la forma bu XI + bapă? + bas =0, ai cărei invarianţi ortogonali 
sînt daţi de: 

| Idu baz, Ass biboz. A' = bas bz2bss. 
Deoarece r=], Asa = Ass, A'=A şi deci bi+bg=], bıı b22 = Ass, 
Dia beabss = A.. Observăm Că -bii»:bog.sînt rădăcinile ecuaţiei: “ 


pile Aa=0, (24.39) 


i- E Ea zente 


f: 


și sînt date de. 


ERA eVE= Tan $ 
Nia 2 cei C a 


HG 


unde. e=th după icum air 50. Pentru a determina semm lui i E, 
observăm Cre i i eee bai aleea ana o9 


i 


i d îi ll “bube Bakda S S ERAT EESE die: 
sia it i "bu bage (a -iraga)cosi 2a-4 2a; sin 20. `: :(24.36) 
Utia catia din (24. 36) este Ubţinută dt (24. 15) Ținind seama 
de (24. 16) ; Aem ; p 
o a AA S Aa AR = le aa A 
sin e — m aa e , cos 2e = uu EE 
Vona aie EV (an= an) Adi 


poo Pojani E ia zii it, a 


Deoarece 0< 20 5 <7, sin 24>0, şi deci E reprezinta iș ennil lui 1a 


Relațiile (a. 36), pentru LILI te pp? IRI FE) 


ei at titi pt toua d RR e A i NI E Die It) i 


pepe ti e a -bat bem E po a 
eta fi IN, ; aA T OS aen j s 
4 E ai i E ani TETEE pi E cae capia 
unde ç este semnul. lui TAE E T E a E E, 


În acest fel se impune irmätoarea discuție: s T aL ein 


I) Dacă As3>0, atunci din (24. 35) rezultă că by şi bog sînt 
de același semn și anume seninul:lui I/-Îr acest caz avem: 
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1) dacă A 0, rezultă bas #0. Dacă A și I au acelaşi semn, 
deci AI>0 conica este imaginară, căci dacă se scrie ecuația, co- 
nicei sub forma: 


x? Xe? 
—A + pri —1=0, 
buAs  basAss 
rezultă că 
2 2 
a@= 4 2 _Â_ i 3 x! x = 
bAs ’ d Dada 7 deci Et Ei 
o N Ft E 7 A A 
2) dacă aa) și AI<0, atunci q2=——f—, b=——4 şi 
D133 . baza Aa3 


X? io, care reprezintă o elipsă sreală. 


3) = an deci bss=0, obținem bX bX? =0, şi 


. e b 
deoarece bıı și baa au același semn punem: m2= FE . Astfel avem 
22 
X? -m?X? =0,. care reprezintă două drepte secante imaginar 
conjugate care trec prin origine, singurul punct real al conicei, 
În acest fel rezultă că o conică cu centru pentru care inva- 
riantul A> 0 este numită de gen eliptic . 


II) Dacă Ass<0, atunci. by și ba sînt. de semne contrarii. 


1) dacă A #0 rezultă bss #0, şi punînd a?= => ‚b= 2 
xX? 


p 
la centru și la axe. 


2 
obţinem E SE Sa —1 =0, care reprezintă o parolă, raportată 


2) dacă A=0, deci bss=0, atunci —m2= PL a şi astfel avem 
28 
X2 —m2X12—0, reprezentînd două drepte. secante reale. 


O conică cu centru pentru care As3<<0 se zice de gen hiper- 
bolic. Dacă I=0, conica se numește hiperbolă echilateră. 


b) Presupunem că (zi, 2*)=—0. reprezintă o conică fără 
centru unic la distanţă finită, deci Áz =0. Vom avea astfel: 


I) Dacă A #0 (conică IRU Geta) atunci purem aduce ecua- 
ţia conicei la forma: 


baa X? 4+2bX!=0, 
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şi deci I'=ba2, Asg=0, A'==—b2baa. Deoarece 
I=a1 + sa, fiss = aaa — 013 =0, A=laul, 


Şi pe! baza observatie inițiale, avem 
E rit E S A A'=A. 


Deci T=bas, WRG Ca, 


^ 


e este semnul lui Aa sau dacă A= 0, atunci e este semnul 


A2 
lui Asi e ARE PE de rea în, acest caz A=— Pa SR „ rezultă 
Au, 
că Ape YZ Aan, — Aa, unde e=+l după cum AS 0. Där ct 
aa aa l Vatana i 
| Muta. antag Vu 


În acest tel avem p= 


1eiveste Xp% mai in dai 
> Dacă Aza=0, atunci: parabola are axa paralelă cu axa abita 
lor. ecuația ei fiind: 


agt?” aiaa au a m0. E ad 


Presupunfnd a22>0, A=asAn<0, p= =e gi deci semnul lui 
28 R l 


p'este semnul lui Asa 


10) Dacă: A=0 conica este degenerată, avai K 
devine. invariant ortogonal. Deci invarianții. ortogonali. în acest 
caz sînt: sai 


E - I=ai tag, E K=Ant Aa 


h 


Printr-o. transformare. ortogonală obţinem. ba X? + b3s=0, care 
are invarianţi: 
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Din faptul că 1=/', K=K' obţinem 


a K i 
b3zz= I; bag = 70 a 


şi deci ecuația se scrie X? = =0, care reprezintă o pereche de 
drepte reale distincte, su lisdată sau imaginate Cupă cum n KO. 
Astfel avem: 

O conică fără centru unic la distanță finită An=0 este nu- 
mită de gen parabolic. I, Ass şi A (respectiv. K), constituie un sis- 


tem complet de amanți ortogonali pentru o ecuaţie algebrică 
de grădul doi O(zi, 22)—0, şi determină conica, abstradţie făcînd 
de o deplasare. l ; 
Coeficienții câre  deteriiină: ecuaţia conicei sînt definiţi, ab- 
stracţie : făcînd! de un factor de proporţionalitate; rezultă că la 
înmulţirea cu. uni factor k0; I se înmulțește cu k; Aa 'cuk?, K 


cu k? iar A cu fă, deci pentru E<O, Asa şi K își “păstrează semnul 
pe cînd I şi A schimbă de: semn. 

Propoziţie. Date ecuaţiile Qg(xt, 22) =0, Qa(xt, z2)==0 ele re- 
prezintă aceeaşi conică, abstracţie făcînd de o deplasare, dacă 
există un factor k 40, astfel ca: T'=kI, Ass =k? Ass, A =k"A (res- 
pectiv K'=k2K). într-adevăr, presupunem că există k 0, atunci 
kQ,(x! , 22)=—0 şi Oa(ai, 2°)=0 au aceeaşi invarianţi, deci se deduc 
una 'din''alta: printr-o transformare : ortogona i seuapale. eare 
reprezintă deci aceeaşi conică. i i 

I, Ass, A(K) sînt invarianţi relativi, căci față de o transfor- 
mare de axe sînt invarianţi, şi se înmulţesc cu un factor la înmul- 
țirea ecuaţiei“conice cu un factor. © ` e Ac ate te gel 

Invarianţi absoluţi sint acei invarianţi care > sint. inyarianți 
față. de ambele, transformări, Ca exemplu de. invarianţi absoluţi 


avem 'seriaxele unei. elipse; — ea . În particular 
bu Ass h BE 


2 
sin Pe deci semiaxele unei. conice cu centru 


sînt invarianţi absoluţi. Un alt invariant absolut este. pe =å 


parametrul unei parabole. 
Cele spuse pînă acum pot fi sintetizate în tabelul următor: 
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49% 


5: A TABEL 


r~ 5 ~ . 


Situaţia Ecuația 
conicei 


centrului Denumirea conicei 


Genul Natura 


Semnele 
coeticienţilor 


a 

g8 
+ 
o 
ip 
l 


(unic la aitant i ie ductiiuia lipse 
finită) SS MR: `- = — 


i bA ` i 4 zi , 
1B<0 Tia pae 13 i 93 — 220 is 
=: . a reale i bux t bu X + da. > 


RI) 


Dei 


E ao a, A=0 E Două. secante 
: degenerate | imaginare = 


Dau SEDLOM 
pa = 2 S s 


zii ; îi <0 Asto Hip le 3 i n = a sei On 
Pa a e A gen hiperbolice Rănoubite I =0, cohilaterii =semnul lui are 


to - 
=0 i Două! cala reale. - < E i i 7 
‘degenerate ACE i sa gi E f To g 


Az =0 

conice fără centru . 

(unic la distanţă ` 

finit ă) a - 

II INC A=0 _ | Două drepte | K>0 RI gi: 
CE RE degenerate --- | imaginare : n g E 


ažo : Parabole ` a a X? =2pX!, p=e/— 
ireductibile ES ; a a 


Genul. 
parabolic 


A RI K<o © 2, —=0 ` 7 
ci ati a == =] reale distincte ii 2 
po a pe 3 | iii ~ K=0 2 : ` 


reale confundate |. a EI i = 


i, 


eds 50, (e420 O I 


= 


rr 


(H= 


(ot). 


(++ i 


3. REDUCEREA ECUAȚIEI UNEI CUADRICE LA FORMA 
CANONICĂ METRICĂ 


a) Vom considera cazul în care A44#0, adică cuadrica cu 
centru la distanță finită. În acest caz cuadrica poate îi adusă la 
forma canonică afină care este dată de: l 


T bX! ba X? bzs X? + by =0. 


Dacă în acest caz punem condiția ca fiecare axă să fie perpendi- 
culară pe planul tangent în vîrful cuadricei, axele. de referință 
sînt şi axele cuadricei. Constatăm că invarianții ecuației de sus 
sînt: i 


iI =bn H ba + bss J Ciba bibas + brabos» 

 As=bubezbss A = bas baabosbaa, 
şi sînt egali cu aceia ai ecuaţiei generale 

O(2) =a;x't + 2a gh az =0, (i, j=1, 2, 3). 
În acest fel biv b22 bas sînt rădăcinile ecuaţiei: 

„p9—192+J9—Au=0, EM 

Au 
şi în acest fel obţinem 
PLX HPX? + psX? + nae 
i ` 44 


Presupunînd A 0, deci cazul cuadricelor ireductibile, vom avea 
forma: K o 
E ANRE, S „sade EET 
l F -+e a rs =0 (e, e=+l), 
ceea ce conduce la 
1) dacă e= =1, obținem un , elipsoid imaginar ; i 


2) dacă e=l, e'=—1, obţinem un elipsoid real; 
3) dacă e=—c'=—1, obţinem un hiperboloid cu o pînză; 
4) dacă s=—1, e'=—1, obţinem un hiperboloid cu SUR pînze. 


Dacă A=0 ecuaţia cuadricei este: 
x? x? x fai 
wh g tea =0, (cl). 
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şi avem 

1) dacă s=1, con de gradul 2 imaginar; 

2) dacă e=—1, con de gradul 2 real. 

Dacă ecuaţia în e admite două rădăcini confundate, cuadrica 
este de rotaţie. În cazul n care rădăcinile sînt egale, cuadrica 
este o sferă. 

b) Vom considera. TAN în care Au=0, adică cuadrica fără 
centru (unic la distanţă finită). În acest. caz putem aduce ecuaţia 
cuadricei la forma canonică afină: 


ayt" + asa? + 2asaz? hau =0, 


alegind un punct pe cuadrică, şi un triedru conjugat. Dacă se 
impune condiţia ca axele de referinţă să aie ortogonale, obţinem 
forma metrică. Constatăm că 


. 2 
= — 01122084 


şi se impune discuţia: 


1) Dacă A #0, atunci’ PORTI şi obţinem paraboloizi. Luînd 
(0, zi, x°), ca plan tangent în virful „paraboloidului, celelalte plane 
ca plane diametrale ce trec prin axă obţinem: 


bu XE Baa X? + 2bs4X3=—0, 
calculînd invarianţii deducem - 


I=butba, J= bu bea, A = — Dus baabâa, 


i. 


și deci biz, bzg sînt soluţiile ecuaţiei 


p2—104+J =0, şi ici ii 8 


Obţinem ecuaţia canonică : 
A X1 "4 paX2 =—2e AV az: — £x, (e= +1): 


Dacă e=1, obținem paraboloid eliptic. 
Dacă s=—1, obţinem paraboloid Apra 
2) Dacă A=0, .cuadrica. este degenerată... 
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Dacă a220, a34=0, obţinem: 
aX Hb Xt + ba = , Ă í : a 
E "I= =b- bez, J = bii baz, Ki= Bai bozbqa, 


` ) 
de unde bn A sînt răaăcinile ecuaţiei sia ai 
s Pt ).) 3$ pe i t 
PT e "det =0 si și duza fă i, 
Forma canonică este N | 
E 2 ‘2 K 
P1 X? + p2Ă? + Je =0 
DER a A E AB dai hal la a Suig mt si Veta 2, z 
său pS: l 
e IEO A ge geni îi 
x l i Ea 9 de fra a TAR 
2 He A te So 7 . 
Dacă e=e'=l, avem iluda eliptic imaginar. | E 
Dacă e= e =1, avem cilindru eliptic. real... iu ci 


Dacă e141, t= llavem icilindru:hiperbolie.::!. 00 i 


š i CA îl PLACERE A a a N i IN E RULE A. 
Dacă a22=0, asa 40, atunci forma canonică este: 
2 . 


I=b1, K=— bunös 
şi obținem 


2 Koa 
Nice S 3. 
bagad’. Cam lace “Papa 


care reprezintă un_ cilindru parabolic. 
În cazul 022=034=—0, obținem E. 


ba X” + bu =0 l 
BSI 
I=bu L= baba 
şi deci forma canonică este: a a Bu - 
x — = 
i +i =o ia ră 
care reprezintă o pereche de plane. 


Putem sintetiza cele. spuse în tabelul următor: 
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fe 
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e N e ci ABEL 


a £2 i 


T Situaţia js e Semnele coe- 
Genul Natura |; . 2 e He] dna i 
7 ? centrului Genul Natura [e a. pal cuadricei = - Ecuația canonică ficienților 
3 dă 2) E 
dafo [ee seliptie AFO- (t.t) t 
Aa te eu  |([oon er A |: nedegeber. (4.4) 
centru” unic la zar = is i A iz oale 
distanţă finită ginară) =0 X xX 
A sai ! degenerată | con ETE pi TPs (t.+.+) 
“Gen :hiperbolio 440 zi de să ; ? ZF? Pica. ttt.) 
= 3 (Loo nedegene- “hiperboloid . . Ei 2 Au 
= | tepe | ete [e E 3 TEBA 
SA degenerată con i - (crt) 
Au=0 -. - Gen parabolic 3 a 13 2 _ A 
pozitie (Leo. degene- lao: | A a | PiX” +pză (+4) 
centru.unto la | rată)  : sdegener. |` paraboloid ~ ` hiperbolio A e i 
danii f oo, na pacateleiă, « SRI (zale sa E Mara y-4 r CH=) 
i de aa i [aa Tao jozo [imarinee ook Cetit 
e ae 1] Segencrată cca Sje 2 f eliptio 2] pă + pX? t =0 (+. 
a Mienia mn dă ze E E d hiperbolice | ine 
Da OR K=0 "logo  '|imarginare |- (H.+) 
a Ai A E 1 na perechi . |; e Pa X1?+ppX2 =0 
E n j AEE E a dè plane s get ze te reale - A | Pir P2 (+.—) 
ZT Tae el a ree Ice, mi SAD Sa ae tinct "Za | - L 
| = ->= Seea o a J o=o o (ae [tease | X A E (+)- 
. s ş z: Ti H 5 Su SH A i L=0 -, = 
a a ice ma la, E Pl a __ |geonfundate - (+) 
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